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ЗАСТОСУВАННЯ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ У РОЗВ’ЯЗАННІ 

ЕКОНОМІЧНИХ ЗАДАЧ 
 

У сучасних умовах розвитку економіки дедалі більшого значення набувають математичні 
методи дослідження [1]. Це пов’язано з необхідністю аналізу складних динамічних процесів, 
прогнозування поведінки економічних систем та прийняття ефективних управлінських рішень 
[2]. 

Одним із ключових інструментів математичного моделювання є диференціальні 
рівняння [3].  Вони дозволяють описувати зміну економічних величин у часі, враховуючи 
швидкість їх розвитку, взаємозв’язки між змінними та вплив зовнішніх факторів. 

Застосування диференціальних рівнянь в економіці охоплює широкий спектр задач: від 
аналізу попиту та пропозиції до моделювання макроекономічного зростання. Особливу увагу 
приділяють моделям, які описують еволюцію ринкових процесів у часі. Метою цього 
дослідження є обґрунтування ефективності використання диференціальних рівнянь для 
розв’язання економічних задач та демонстрація цього підходу на конкретному прикладі. 

Теоретичні основи застосування диференціальних рівнянь в економіці 
Диференціальним рівнянням називається рівняння, що встановлює зв’язок між функцією, її 
аргументами та похідними різних порядків. У загальному вигляді воно записується як: 
 

𝐹𝐹�𝑥𝑥, 𝑦𝑦,𝑦𝑦′,𝑦𝑦″, … ,𝑦𝑦(𝑛𝑛)� = 0 
 

Розв’язок такого рівняння описує певний процес або явище. Загальний розв’язок містить 
довільні сталі, які визначаються з початкових або крайових умов. 
В економіці диференціальні рівняння застосовуються для: 
− моделювання динаміки попиту і пропозиції; 
− дослідження рівноважних станів ринку; 
− аналізу економічного зростання; 
− опису інвестиційних процесів; 
− оцінювання еластичності економічних показників [4]. 

Особливе місце займають моделі, що базуються на принципі акселерації. Відповідно до цього 
принципу, швидкість зміни обсягу виробництва пропорційна обсягу інвестицій. Такі моделі 
широко використовуються для опису економічного розвитку [5] . 

Математичне моделювання попиту 
Попит є однією з ключових економічних категорій, яка характеризує поведінку споживачів на 
ринку. У динамічних моделях попит може залежати не лише від ціни, а й від часу [6] . 
Важливою характеристикою попиту є еластичність, яка показує чутливість обсягу попиту до 
зміни ціни. У багатьох випадках еластичність використовується для побудови 
диференціальних рівнянь, що описують поведінку попиту [7]. 
Застосування диференціальних рівнянь дозволяє: 
− враховувати зміну попиту у часі; 
− моделювати процеси насичення ринку; 
− аналізувати стабільність економічних систем; 
− прогнозувати довгострокову динаміку. 

Приклад розв’язання економічної задачі 
Розглянемо задачу, яка демонструє застосування диференціальних рівнянь у моделюванні 
попиту. 
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Умова. Крива попиту задається рівнянням: р(у) = 4 − у, норма акселерації 1
𝑚𝑚

= 2, норма 
інвестицій 𝛼𝛼 = 0,25. Знайти залежність обсягу реалізованої продукції ( y(t) ) від часу, якщо 
початкова умова𝑦𝑦(0) = 0,75. 
Розв’язання. Використаємо співвідношення: 𝑦𝑦′ = 𝑚𝑚𝑚𝑚, де  pyI α= . 
Після підстановки отримаємо: 
 

у′ = 0,25 ⋅
1
2

(4 − у) ⋅ у, (1) 

 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
1
8
𝑦𝑦(4 − 𝑦𝑦). (2) 

 
Це диференціальне рівняння (2) зі змінними, що відокремлюються. Розділимо змінні та 
проінтегруємо: 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑦𝑦(4 − 𝑦𝑦) =

1
8
𝑑𝑑𝑑𝑑,  

 

�
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑦𝑦(4 − 𝑦𝑦) = �
1
8
𝑑𝑑𝑑𝑑.  

 
 

Отримаємо загальний розв’язок рівняння :  𝑙𝑙𝑙𝑙 �𝑦𝑦−4
𝑦𝑦
� = 𝐶𝐶1

2
− 𝑡𝑡

2
,  або   𝑦𝑦−4

𝑦𝑦
= ±𝑒𝑒

𝐶𝐶1
2 ⋅ 𝑒𝑒−

𝑡𝑡
2. 

Позначимо ±𝑒𝑒
𝐶𝐶1
2 = С, звідси 𝑦𝑦−4

𝑦𝑦
= С ⋅ 𝑒𝑒−

𝑡𝑡
2. 

Після перетворень маємо загальний розв’язок диференціального рівняння (1): 
 

𝑦𝑦(𝑡𝑡) =
4

1 + 𝐶𝐶𝑒𝑒−𝑡𝑡 2�
 (3) 

 
Знайдемо частковий розв’язок рівняння (1), який задовольняє початковій умові𝑦𝑦(0) = 0,75. 
Використовуючи початкову умову 𝑦𝑦(0) = 0,75знайдемо значення постійної C : 
 

0,75 − 4
0,75

= С ⇒ С = −
13
3

. 

 
Підставимо знайдене значення C у загальне рішення (3). Таким чином, частковий розв’язок 
диференціального рівняння, що відповідає заданим початковим умовам, має вигляд: 
 

𝑦𝑦(𝑡𝑡) =
12

3 + 13𝑒𝑒−𝑡𝑡 2�
 (4) 

 
Якщо провести повне дослідження функції 𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 12

3+13𝑒𝑒−
𝑡𝑡
2�
 то можна зобразити її графік. 
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Рисунок 1 – Графік функції 𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 12

3+13𝑒𝑒−
𝑡𝑡
2�
 

 
Економічна інтерпретація 

Отримана функція є логістичною кривою. Вона описує процес зростання обсягу реалізації 
продукції з поступовим наближенням до граничного рівня. Такі криві описують багато 
процесів, що відбуваються в навколишньому світі: процес поширення реклами (інформації), 
процеси насичення ринку, поширення іновацій, зростання виробництва розмноження бактерій 
та ін. [3]. 
З умови р(у) = 4 − у , знайдемо: 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= −1. 

Порахуємо еластичність попиту за ціною за формулою 𝐸𝐸𝑝𝑝(𝑦𝑦) = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
⋅ 𝑝𝑝
𝑦𝑦
  та отримаємо: 

 

𝐸𝐸𝑝𝑝(𝑦𝑦) = −1 ⋅
4 − 𝑦𝑦
𝑦𝑦

=
𝑦𝑦 − 4
𝑦𝑦

. (5) 

 
На рис.1 бачимо, що момент часу, що відповідає Ех(у) = −1, є граничним між проміжком 
еластичного та нееластичного попиту. 
 
  
 
 
 
 

y−4
𝑦𝑦

= −1 ⟹   𝑦𝑦 = 2 (6) 
 
Значенняу = 2 є ординатою точки перегину.  
Абсцис знайдемо якщо підставимо у = 2 в (4): 
 

𝑦𝑦 = 2    ⟹   
12

3 + 13е−
𝑡𝑡
2

= 2  ⟹  𝑒𝑒−
𝑡𝑡
2 =

3
13

  

 
Звідси 𝑡𝑡 = 2 𝑙𝑙𝑙𝑙 13

3
  ⇒ 𝑡𝑡 ≈ 2,9.  

Точка перегину графіка на рис.1 буде: 𝑡𝑡 ≈ 2,9, у = 2. 
Аналіз отриманого результату 

Отримана функція є логістичною. Вона широко використовується для опису процесів, які 
мають обмежене зростання [8] . 
Основні властивості моделі: 
− на початковому етапі спостерігається повільне зростання; 
− далі – прискорене зростання; 
− з часом – уповільнення та наближення до граничного рівня. 
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Граничне значення:  
 

lim
𝑡𝑡→∞

𝑦𝑦(𝑡𝑡) = lim
𝑡𝑡→∞

12

3+13𝑒𝑒
−𝑡𝑡

2�
= 4. (7) 

 
Це означає, що обсяг реалізації стабілізується. 
Точка перегину визначає момент переходу від зростання до насичення ринку. Вона має 
важливе економічне значення, оскільки характеризує зміну тенденцій розвитку. 

Практичне значення результатів. Розглянута модель може застосовуватися для: 
− прогнозування попиту на продукцію; 
− оцінювання ефективності інвестицій; 
− аналізу ринкових стратегій; 
− визначення моменту насичення ринку. 

Використання таких моделей дозволяє підприємствам: 
− оптимізувати обсяги виробництва; 
− планувати інвестиції; 
− підвищувати конкурентоспроможність. 

Висновки 
Диференціальні рівняння є важливим інструментом сучасної економічної науки. Вони 
дозволяють моделювати складні динамічні процеси та отримувати аналітичні залежності між 
економічними величинами. Розглянутий приклад показує, що навіть відносно проста модель 
може дати глибоке розуміння економічних процесів [9]. Використання логістичних функцій 
дозволяє описати реальні явища, пов’язані з насиченням ринку та обмеженим зростанням. 
Таким чином, застосування диференціальних рівнянь відкриває широкі можливості для 
аналізу, прогнозування та управління економічними системами, що є особливо актуальним в 
умовах сучасної цифрової економіки [10]. 
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