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Лекція 1. ЛІНІЙНА АЛГЕБРА  
 
 
Мета: засвоїти основні поняття матриць, визначників; методи обчислення 
визначників; розглянути основні методи розвязку систем лінійних алгебраїчних 
рівнянь: метод Крамера, метод Гаусса, матричний метод. 
 
План лекції:  
1. Матриці.  
2. Визначники.  
3. Поняття алгебраїчного доповнення. 
4. Поняття СЛАР.  
5. Метод Крамера.  
6. Матричний метод. 
7. Метод Гаусса. 
 
 

Матрицею називається прямокутна 
таблиця чисел, яка має m  рядків і n  
стовпців. 
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Якщо кількість рядків не дорівнює кількості стовпців ( nm  ), то матриця 

називається прямокутною, якщо nm  , то матриця квадратна.  
Елементи 11a , 22a , …, nna  квадратної матриці складають головну 

діагональ. 
 

Квадратна матриця називається 
діагональною, якщо у неї всі елементи, 
окрім розташованих по головній діагоналі, 
дорівнюють нулю. 
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Діагональна матриця, у якій на головній 
діагоналі знаходяться одиниці, 
називається одиничною. 
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Матриця TA  називається 
транспонованою до матриці A , якщо в 
матриці A  стовпці та рядки поміняти  
місцями. 
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Квадратній матриці можна поставити у 
відповідність певне число, яке 
називається детермінантом або 
визначником матриці. 
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Порядок визначника дорівнює кількості рядків або стовпців матриці. 

 
Визначник другого порядку обчислюється за правилом: 
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Визначник третього порядку обчислюється за правилом трикутника або за 
методом алгебраїчних доповнень. 

 
Правило трикутника: 
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322311332112312213322113312312332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaa   

 
Це правило зручно запам’ятати за допомогою наступної схеми: 
 



































 

Мінором )1( n -го порядку елемента ija  матриці n -го порядку називається 

визначник нової матриці, яка утворюється з даної матриці внаслідок 
викреслювання рядка і стовпця, які перетинаються на цьому елементі. Такий 
мінор позначається ijM . 



Наприклад, матриця третього порядку має дев’ять мінорів другого 
порядку: 
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Алгебраїчним доповненням ijA  елемента ija  вважають 

ij
ji

ij MA  )1(  

 
Метод алгебраїчних доповнень (або метод розкладання визначника за 

елементами рядка або стовпця) полягає в тому, що визначник обчислюють як 
суму добутків елементів ija  деякого рядка (або стовпця) на алгебраїчні 

доповнення цих елементів. 
 
Наприклад: 
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РОЗВ’ЯЗАННЯ СИСТЕМ ЛІНІЙНИХ АЛГЕБРАЇЧНИХ РІВНЯНЬ 
 

1. Поняття СЛАР 
 

Системою лінійних алгебраїчних рівнянь називається сукупність рівностей 
вигляду 
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Система рівнянь називається сумісною, якщо вона має один чи більше розв’язків, 
і несумісною, якщо вона не має розв’язків. Сумісна система називається 
визначеною, якщо вона має тільки один розв’язок, і невизначеною, якщо вона має 
більше одного розв’язку. 
 

Розглянемо методи розв’язання систем на прикладі системи трьох лінійних 
рівнянь з трьома невідомими. 

 
2. Метод Крамера 

 
Для системи лінійних рівнянь 
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обчислюємо визначник, складений з коефіцієнтів біля невідомих: 
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Знаходимо визначники x , y , z , які утворюються із визначника ∆ 

заміною в ньому відповідного стовпця стовпцем вільних членів: 
 

33323

23222

13121

aab

aab

aab

x  ; 

33331

23221

13111

aba

aba

aba

y  ; 

33231

22221

11211

baa

baa

baa

z   

 
Розв’язок системи знаходимо за допомогою формул Крамера: 
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Зауважимо, що можливі такі випадки: 

– якщо 0 , то одержані значення ),,( zyx  – єдиний розв’язок 
системи; 

– якщо 0  і 0 zyx , то система має безліч розв’язків; 
– якщо 0 , але хоча б один із визначників x , y  або z  відмінний від 

нуля, то система не має розв’язків. 
 
 

3. Матричний метод 

Квадратна матриця 1A  називається оберненою до квадратної матриці A , якщо 
виконується рівність 

EAAAA   11 , 
 

де E  – одинична матриця того ж порядку, що A  та 1A . 
 
Якщо 0A , то матриця називається виродженою. 

Якщо 0A , то матриця невироджена та має обернену матрицю 1A , і при 
тому єдину.  
 

Запишемо систему лінійних рівнянь (1) в матричній формі:  
BXA  , 

де 
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X  – матриця-стовпець невідомих; 
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B  – матриця-стовпець вільних членів (правої частини системи); 
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A  – основна матриця системи,  елементами якої є 

коефіцієнти біля невідомих. 
 

В рівнянні BXA   помножимо обидві частини на 1A  зліва: 

BAXAA   11
 

 

Оскільки EAA 1  і XXE  , то маємо 
 



BAX  1  
 

Отже, матричний спосіб зводиться до відшукання оберненої  
матриці. 

 
Алгоритм знаходження оберненої матриці: 

 
1) Знаходимо A  – визначник матриці A . Якщо 0A , то матриця не має 

оберненої. 
2) Транспонуємо матрицю A , одержуємо  
3)  
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4) Знаходимо союзну (приєднану) матрицю *A , яка складається з алгебраїчних 
доповнень до елементів транспонованої матриці: 
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5) Обернена матриця утворюється діленням кожного елемента  
союзної матриці на визначник A : 

 

*
11 A
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Для знаходження розв’язку системи множимо матрицю 1A  на стовпець 
вільних членів B . 
 
 

4. Метод Гаусcа (метод послідовного вилучення невідомих) 
 

Розширеною матрицею системи (1) називається матриця складена з 
коефіцієнтів при невідомих і правих чистин системи. 
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Елементарними перетвореннями називаються наступні дії: 
1) перестановка місцями рядків (або стовпців); 
2) множення і ділення довільного рядка на одне й те саме число; 
3) додавання до кожного елемента деякого рядка відповідного елемента 

другого рядка, помноженого на одне й те саме число. 
 
Суть методу Гаусса полягає в тому, що за допомогою елементарних 

перетворень розширену матрицю системи зводять до такого вигляду, коли елементи 
під головною діагоналлю основної матриці дорівнюють нулю. 

 
 

Алгоритм методу Гаусса: 
 

1) Запишемо розширену матрицю системи. Нехай це матриця (2). Припустимо, 
що коефіцієнт 011 a . Якщо 011 a , то змінюємо порядок рядків, 

обравши першим той рядок, в якому перший елемент (коефіцієнт при x ) не 
дорівнює 0. Для полегшення обчислень зручніше обрати першим рядком 
той, у якого перший елемент дорівнює 1. Після перестановки рядків 
нумерацію елементів матриці будемо вважати таку як в (2). 

2) Запишемо еквівалентну матрицю, у якої 
а) Перший рядок переписуємо незмінним. 
б) Другий рядок отримується так: 
– множимо елементи першого рядка на 21a ; 

– множимо елементи другого рядка на 11a ; 

– складаємо елементи першого рядка з відповідними елемен-тами 
другого рядка. 

Оскільки 0)( 11212111  aaaa , то перший елемент другого рядка буде 

дорівнювати 0 (тобто вилучається невідома x  з другого рівняння). 
в) Третій рядок отримується аналогічно: 
– множимо елементи першого рядка на 31a ; 

– множимо елементи третього рядка на 11a ; 

– складаємо елементи першого рядка з відповідними елемен-тами 
третього рядка. 

Отримаємо матрицю: 
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3) Запишемо наступну еквівалентну матрицю, у якої 



а) Перший та другий рядки переписуємо незмінними. 
б) Третій рядок отримується так: 
– множимо елементи другого рядка на 32c ; 

– множимо елементи третього рядка на 22c ; 

– складаємо елементи другого рядка з відповідними елементами 
третього рядка. 

 
Отримаємо матрицю: 
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4) Запишемо систему рівнянь, відповідну матриці (4): 
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З третього рівняння знаходимо значення невідомої z . Підставляючи 
значення z  у друге рівняння, знаходимо значення y , значення x  
одержуємо аналогічно з першого рівняння. 
 
 

Лекція 2. ВЕКТОРНА АЛГЕБРА  
 
 
Мета: засвоїти основні поняття векторної алгебри, дії над векторами. 
 
План лекції:  
1. Основні поняття вектора.  
2. Операції над векторами.  
3. Скалярний добуток векторів. 
4. Векторний добуток векторів. 
5. Мішаний добуток векторів. 
 
 

1. Основні поняття вектора 
 

Вектор – це величина, яка характеризується числовим значенням і напрямком в 
просторі. 



Геометрично вектором позначається напрямлений відрізок. 
Вектори бувають: 

– зв’язані (якщо для них не допускається ніяке переміщення їх точки 
прикладання); 

– ковзні (якщо їх точки прикладання можна переміщати тільки вздовж лінії 
дії); 

– вільні (якщо їх можна переміщати в просторі паралельно їх первісного 
положення). 
Надалі будемо розглядати тільки вільні вектори. 
 

Вектор позначається так: AB  ( A  – початок, B  – кінець вектора) або a . 
 

Відстань між точками A  та B , називається довжиною або модулем вектора AB  

та позначається AB  або a . 

 

 Нехай задана вісь l  і вектор AB  (рис. 1). 
Проекція вектора на вісь – це число, що дорівнює 
довжині відрізка, початком якого є проекція початку 
вектора і кінцем – проекція кінця вектора: 

A  

B

1A  1B l
Рис. 1 











lABABBAABпрl ,cos11  

Проекцією вектора a  на вектор b  називається скалярна величина 
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Координати вектора – це проекції цього вектора на відповідні координатні осі 
(рис. 2). 
Якщо точка A  має координати ),,( AAA zyx , а точка B  має координати 

),,( BBB zyx , то координати вектора AB  будуть такі 

),,( ABABAB zzyyxx   (2) 

 



або ),,( zyx aaaAB , де ABx xxa  , 

ABy yya  , ABz zza  , причому xa  

– проекція вектора AB  на вісь абсцис, ya  

– проекція на вісь ординат, za  – на вісь 

аплікат (рис. 2). Числа zyx aaa ,,  

називаються координатами або 
компонентами вектора.  

 A 

B 

Ax

Bx
x

Ay  By

Az

Bz

y

z

xa

ya  

za  

Рис. 2 
 

Вектор ),,( zyx aaaAB   можна представити як лінійну комбінацію векторів 

)0,0,1(i , )0,1,0(j , )1,0,0(k , які є одиничними векторами (ортами) 
координатних осей: 
 

kajaiaAB zyx   

 
Вектори 1b , 2b , 3b  лінійно незалежні (утворюють базис в тривимірному 

просторі), якщо визначник матриці, складеної з координат цих векторів, не 
дорівнює нулю. 

 

Будь-який вектор a  в просторі може бути лінійною комбінацією лінійно 
незалежних векторів 1b , 2b , 3b : 

332211 bbba   , (3) 

де числа 1 , 2 , 3  називаються компонентами вектора a  в базисі 1b , 2b , 3b . 

Цей вираз називають розкладом вектора a  по векторах 1b , 2b , 3b . 

 

Довжина вектора AB  обчислюється за формулою: 
 

222222 )()()( zyxABABAB aaazzyyxxAB   (4) 

 
Вектори називаються колінеарними, якщо вони лежать на одній прямій або на 
паралельних прямих. 
Вектори, які паралельні одній площині або належать одній площині, називаються 
компланарними.  

 

Вектори a  і b  називаються рівними, якщо вони колінеарні, однаково напрямлені 
і рівні по довжині. 



2. Операції над векторами  
 

1). Сума векторів 
Правило трикутника: 

A  

B  

C  
 

Рис. 3 

BCABAC   

 
Правило паралелограма: 

A  

B  
C

D   
Рис. 4 

ADABAC   

 

Якщо ),,( zyx aaaa   і ),,( zyx bbbb  , то 

),,( zzyyxx babababa   

 
2). Множення вектора на скаляр (число) 

Добутком вектора a  на число   називається новий вектор ab  , колінеарний з 

вектором a , що має довжину в   раз більшу ніж a  та напрям вектора a , якщо 

0 , і протилежний до a , якщо 0 . 

Якщо ),,( zyx aaaa  , то ),,( zyx aaaa   . 

 

Якщо вектори a  і b  пов’язані співвідношенням ab   ( 
z

z

y

y

x

x

a

b

a

b

a

b
), то 

вони колінеарні. 
 

3.Скалярний добуток двох векторів 
 

Скалярним добутком двох векторів називається число, яке дорівнює добутку 
довжин цих векторів на косинус кута між ними: 

),cos(),( babababa


  (5) 

Скалярний добуток векторів в координатній формі: 

),,( zyx aaaa  , ),,( zyx bbbb   

zzyyxx babababa   (6) 

Зауваження: 



1) abba   

2) Необхідна і достатня умова ортогональності векторів ( ba  ): 0ba  
 

4. Векторний добуток векторів 
 

Векторним добутком векторів a  та b  називається вектор 

],[ babac   
такий, що 

1) довжина вектора c  дорівнює площі паралелограма, побудованого на 

векторах a  і b  (рис. 5), тобто ),sin( bababac


 ; 

2) ac   і bc  ; 

3) вектор c  (рис. 5) напрямлений так, що 

якщо дивитись з кінця вектора c , то поворот 

вектора a  до вектора b  повинен здійснюватись 
проти руху годинникової стрілки (така трійка 
векторів називається правою). 

c

a

b  

Рис. 5 
Векторний добуток векторів в координатній формі: 

),,( zyx aaaa  , ),,( zyx bbbb   

kcjcic

bbb

aaa

kji

bac zyx

zyx

zyx  , (7) 

де zyzyx abbac  ; )( zxzxy abbac  ; yxyxz abbac   

 
Зауваження: 

1)  abba   

2) Необхідна і достатня умова колінеарності векторів ( ba || ): 0ba  
 
 

5. Мішаний добуток векторів 
 

Мішаним добутком трьох векторів a , b  і c  називається число 
 

  cbacba   
 

Мішаний добуток векторів в координатній формі: 
 



),,( zyx aaaa  , ),,( zyx bbbb  , ),,( zyx cccc   

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

cba   (8) 

Зауваження. 

1)       baccbacba   
 

2) cba  має знак „+”, якщо ця трійка векторів 
права, і знак „–” в протилежному випадку. 

 

3) Модуль мішаного добутку трьох векторів a , 

b  і c  чисельно дорівнює об’єму 
паралелепіпеда, побудованого на цих 
векторах (рис. 6): 

cbaV дапарал   

4)Тоді об’єм трикутної піраміди, побудованої на 

векторах a , b  і c  (рис. 7): 

cbaVV дапаралпіраміди 6

1

6

1
   

 

a  

b  

c

Рис. 6 
 

a  

b  

c

 
Рис. 7 

5) Необхідна і достатня умова компланарності векторів: 0cba  
 
 
Лекція 3. АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ НА ПЛОЩИНІ  
 
 
Мета: вивчити основні рівняння прямої на площині, умови паралельності та 
перпендикулярності прямих, рівняння кривих ІІ порядку. 
 
План лекції:  
1. Рівняння прямої на площині.  
2. Кут між прямими. Умови паралельності та перпендикулярності прямих на 
площині. 
3. Криві ІІ порядку. 
 
 

1. Пряма на площині 
 

Всяке рівняння першого степеня на площині Oxy  задає пряму лінію. 



 
В декартовій системі координат рівняння прямої на площині 

можна задати в одному з наступних виглядів. 
 

1) Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом: 
bkxy  , 

де k  – кутовий коефіцієнт (рис. 1); 
tgk ; 

  – кут між прямою і додатнім напрямком осі Ox  
проти руху годинникової стрілки; 

            0                x

y  

   b

Рис. 1 
 
b  – відрізок, що відсікається на осі Oy  від початку координат. 

Якщо 0b , то пряма kxy   проходить через початок координат. 
 
Кутовий коефіцієнт прямої, що проходить через дві задані точки ),( 11 yx  і 

),( 22 yx , можна знайти як 

 

12

12

xx

yy
k




  

Рівняння прямої по її заданій точці ),( 00 yx  і кутовому коефіцієнту k  

можна знайти як 
 

)( 00 xxkyy    

 
 

2) Канонічне рівняння прямої: 

n

yy

m

xx 00 



, 

 
де ),( 00 yx  – координати точки, що лежить на заданій 

прямій (рис. 2); 
),( nm  – координати напрямного вектора, 

паралельного прямій. 

),( 00 yx

),( nm  
Рис. 2 

 
Рівняння прямої, що проходить через дві задані точки 

),( 11 yx  і ),( 22 yx  (рис. 3), можна знайти як 

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx








 (2) 

),( 11 yx
),( 22 yx

 
Рис. 3 

 
3) Загальне рівняння прямої: 



0 CByAx , 
 
 

де ),( BA  – координати вектора-нормалі, пер-
пендикулярного до прямої (рис. 4); 
C  – вільний член. 

Рівняння прямої по заданій точці ),( 00 yx  і 

вектору-нормалі ),( BA  (рис. 4) можна знайти як 

),( 00 yx

),( BA  

 
Рис. 4 

 
0)()( 00  yyBxxA  

 
 

2. Кут між прямими. Умови паралельності та перпендикулярності прямих на 
площині. 

 
Кутом між прямими 1l  і 2l  (рис. 5) називається 

кут, на який треба повернути першу пряму
навколо точки перетину цих прямих проти руху 
годинникової стрілки до збігу її з другою прямою. 

2l  

  1l

Рис. 5 
 
Якщо дві прямі задані загальними рівняннями 0: 1111  CyBxAl , 

0: 2222  CyBxAl , то кут   між цими прямими можна знайти за формулою: 

2121

1221tg
BBAA

BABA




  

Якщо дві прямі задані рівняннями з кутовим коефіцієнтом 111 : bxkyl  , 

222 : bxkyl  , то кут   між цими прямими можна 

знайти за формулою: 

12

12

1
tg

kk

kk




   

 
Умова паралельності двох прямих: 

21 kk   або 
2

1

2

1

B

B

A

A
  

 
Умова перпендикулярності двох прямих: 

1
2

1

k
k   ( 121  kk ) або  02121  BBAA  

 



Координати точки перетину двох прямих знаходять розв’язуючи систему 
рівнянь, що задають ці прямі. 

 
Відстань d  від точки ),( MM yxM  до прямої 0 CByAx  є довжиною 

перпендикуляра, опущеного з цієї точки на пряму, і знаходиться за формулою: 

22 ВА

CyBxA
d MM




 ,  

 
де в знаменнику береться знак, протилежний знаку вільного члена C . 

 
Відхилом   точки ),( MM yxM  від прямої 0 CByAx  є число d , коли 

точка M  і початок координат знаходяться по різні сторони від прямої, і d , 
коли вони знаходяться по одну сторону від прямої. 

 
Якщо задані точки ),( PP yxP  і ),( QQ yxQ , то координати точки M , яка 

ділить відрізок PQ  у відношенні 
MQ

PM
 , визначаються так: 

 
 

3. Криві другого порядку на площині 
 

Кривою лінією другого порядку називають лінію, яка задається рівнянням 
другого степеня. Загальне рівняння кривої другого порядку: 

02 22  FEyDxCyBxyAx ,  
де FEDCBA ,,,,,  – деякі дійсні числа, причому хоча б одне з чисел CBA ,,  
відмінне від нуля. 

Види кривих другого порядку 
 

1) Еліпс – це геометричне місце точок 
площини, сума відстаней яких до 
двох фіксованих точок (фокусів) є 
величиною сталою і більшою за 
відстань між фокусами. 
Канонічне рівняння еліпса: 

12

2

2

2


b

y

a

x
 

де a , b  – півосі еліпса (рис. 6, 7). 
Точка O  – центр еліпса. 
Точки 1F , 2F  – фокуси еліпса (лежать 

на більшій осі еліпса). 

 b  

y 

x О 
a  

c  
1F  

2F

ba   
22 bac 

Рис. 6 



Число   (відношення відстані між 
фокусами до довжини більшої осі) – 
ексцентриситет (міра 
„сплюснутості” еліпса). 
Для еліпса 10   .  b  

y 

  x О 
a  

ba   
22 abc 

2F  

1F  

c  

Рис. 7 
 

2) Коло – це геометричне місце точок площини, 
рівновіддаленних від фіксованої точки (центра). 
Канонічне рівняння кола (рис. 8): 

222 Ryx   
Точка O  – центр кола. R  – радіус кола. 
Коло є частинним випадком еліпса, коли 

Rba  . При цьому 0c , 0 . 
 

y 

 x О 
 R

Рис. 8 

3)Гіпербола – геометричне місце точок площини, для яких модуль різниці 
відстаней від двох фіксованих точок (фокусів), є величиною сталою і меншою, 
ніж відстань між фокусами. 
 

Канонічне рівняння гіперболи: 

12

2

2

2


b

y

a

x
 (рис. 9);  12

2

2

2


b

y

a

x
 (рис. 10) 

 b  

a  

y 

x О 

c  
1F  2F  

 1A  2A  

a  – дійсна піввісь, 
b  – уявна піввісь. 

Рис. 9 

b

a  

y 

 x О 

c  
1F  

 1A

2A

a  – уявна піввісь, 
b  – дійсна піввісь. 

2F  

Рис. 10 
 
Точка O  – центр симетрії (центр основного прямокутника) гіперболи. 
Точки 1A , 2A  – вершини гіперболи (лежать на дійсній осі).  



Прямі x
a

b
y   – асимптоти (діагоналі основного прямокутника) 

гіперболи. 

Точки 1F , 2F  – фокуси гіперболи (лежать на дійсній осі), 22 bac  . 

Ексцентриситет гіперболи (відношення відстані між фокусами до довжини 
дійсної осі) 1 . 
 

4) Парабола – це геометричне місце точок 
площини, рівновіддалених від фіксованої 
точки (фокуса) та фіксованої прямої 
(директриси). 
 
Канонічне рівняння параболи: 

pxy 22   (рис. 11) 

pxy 22   (рис. 12) 

pyx 22   (рис. 13) 

pyx 22   (рис. 14) 

2

p
 

y 

 x 
F  

d

2

p
 

O  

Рис. 11 

де 0p  – параметр параболи – відстань від 
фокуса до директриси. 
Точка O  – вершина параболи. 
Точка F  – фокус параболи (лежить на осі 
симетрії параболи). 
Пряма d  – директриса (перпендикулярна осі 
симетрії) параболи. 
Ексцентриситет параболи 1 . 

2

p
 

y 

 x 
F  

d

2

p
 

O  

 
Рис. 12 

2

p

y 

x 

F

d  2

p O

Рис. 13 

2

p
 

y 

x 
F  

d

2

p
 

O  

Рис. 14 
 

5) Окремі випадки канонічних рівнянь кривих другого порядку: 

12

2

2

2


b

y

a

x
 – порожня множина точок (уявний еліпс); 

 



02

2

2

2


b

y

a

x
 – крива вироджується в одну точку – )0,0(  (дві уявні прямі, що 

перетинаються); 
 

02

2

2

2


b

y

a

x
 – крива розпадається на дві прямі, що перетинаються 

( x
a

b
y  ); 

 
22 ax   ( 0a ) або 22 by   ( 0b ) – крива розпадається на дві паралельні 

прямі ( ax   або by  ); 

02 y  або 02 x  – крива розпадається на дві збіжні прямі; 

 
22 ax   ( 0a ) або 22 by   ( 0b ) – порожня множина точок (крива 

розпадається на дві уявні паралельні прямі). 
 

 
Лекція 4. АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ У ПРОСТОРІ  
 
 
Мета: вивчити основні рівняння площини у просторі, рівняння прямої у просторі, 
взаємне розташування прямої та площини у просторі. 
 
План лекції:  
1. Рівняння площини.  
2. Рівняння прямої в просторі.  
3. Взаємне розташування прямої та площини у просторі. 
 
 

1.Рівняння площини 
 

1) Загальне рівняння площини: 
0 DCzByAx , 

де ),,( CBA  – координати вектора-нормалі, 
перпендикулярного до площини (рис. 1). 

  ),,( CBA  

Рис. 1 
Рівняння площини, що проходить через точку ),,( 000 zyx  пер-

пендикулярно до вектора з координатами ),,( CBA , можна знайти як 
 



0)()()( 000  zzCyyBxxA  (1) 

 
Рівняння площини, що проходить через три задані точки ),,( AAA zyxA , 

),,( BBB zyxB , ),,( CCC zyxC  можна знайти як 

 

0




ACACAC

ABABAB

AAA

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

 (2) 

 
2) Рівняння площини у відрізках, що відтинаються на координатних осях: 

1
c

z

b

y

a

x
,  

 
де cba ,,  – відрізки, що відтинаються площиною на осях Ox , Oy , Oz  

відповідно від початку координат. 
 

Відстань від точки ),,( MMM zyxM  до площини 0 DCzByAx  

 

222 CBA

DzCyBxA
d MMM




   

 
де в знаменнику береться знак, протилежний знаку вільного члена D . 

 
 

2. Рівняння прямої в просторі 
 

1) Канонічне рівняння прямої: 
 

p

zz

n

yy

m

xx 000 






, (3) 

 
де ),,( 000 zyx  – координати точки, що належить цій прямій; 

),,( pnm  – координати напрямного вектора, паралельного прямій. 
 

2) Рівняння прямої, що проходить через дві задані точки ),,( 111 zyx  і 

),,( 222 zyx , можна знайти як 

 



12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx












 (4) 

 
3) Загальні рівняння прямої (пряма задана як перетин двох непаралельних 

площин): 
 








0

0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
  

 

22

11

0

22

11

0

22

11

0

BA

BA
zz

AC

AC
yy

CB

CB
xx 







 
 

де ),,( 000 zyx  – координати точки, що належить заданій прямій; 

2,1A , 2,1B , 2,1C  – коефіцієнти із загальних рівнянь прямої. 

 
 
 
3.Взаємне розташування прямої та площини у просторі 
 

Приклад. Знаючи координати точок )2,1,1(1A , )1,3,2(2 A , )4,2,2(3 A , 

)3,1,1(4 A , знайти: 

1) рівняння прямої 41AA ; 

2) рівняння площини 321 AAA ; 

3) рівняння площини, яка проходить через пряму 41AA  пер-

пендикулярно площині 321 AAA ; 

4) рівняння проекції прямої 41AA  на площину 321 AAA ; 

5) рівняння прямої, яка проходить через вершину 3A  перпендикулярно 

площині 321 AAA ; 

6) рівняння площини, яка проходить через пряму 41AA  пара-лельно прямій 

32 AA ; 

7) величину кута між прямою 41AA  та площиною 321 AAA ; 

8) рівняння площини, яка проходить через точку 3A  перпендикулярно 

прямій 41AA ; 

 
Розв’язання.  



1) За формулою (3) канонічне рівняння прямої, що проходить через точки 

1A  і 4A : 

1

2

0

1

2

1 






 zyx

 

 
2) За формулою (2) рівняння площини, що проходить через точки 1A , 2A , 

3A : 

0

231

321

211





 zyx

  

 

       0
31

21
2

21

31
1

23

32
1 










 zyx  

 
      0251515  zyx            0211  zyx  

 
Отже, рівняння площини 321 AAA : 

04  zyx  
 
3) Нехай площина 321 AAA  – 1p . Шукана площина 2p  (рис. 2) проходить 

через точку 1A  і нехай має вектор-нормаль ),,(2 CBAn  . 

 
Тоді за формулою (1) рівняння площини 

2p : 

0)2()1()1(  zCyBxA  (5)

Напрямний вектор прямої 41AA  (рівняння 

прямої знайдено в п.1 задачі): )1,0,2(s . 

Вектор-нормаль площини 321 AAA  (рівняння 

площини знайдено п.2 задачі): )1,1,1(1 n . 

1A  

4A  

2n

2p
 

 1n  

1p
2A  3A

s  

Рис. 2 
За умовою задачі 

21 pp         21 nn         021  nn        0111  CBA  

пряма 241 pAA       sn 2      02  sn    010)2(  CBA  

Отже, маємо 









02

0

CA

CBA
       








AC

AB

2

3
 

 
Підставивши B  і C  в рівняння (5), отримаємо 
 

0)2(2)1(3)1(  zAyAxA        0)2(2)1(31  zyx  

Тоді рівняння шуканої площини 2p : 

0223  zyx  
 

4) Рівняння площини 321 AAA  (площини 1p ) 

знайдено п.2 задачі: 
04  zyx  

Проекція прямої 41AA  на площину 1p  – BA1  

(рис. 3), де точка B  – проекція точки 4A  на 

площину 1p . Маємо 

14 pBA         BAn 41 ||  

2A  

1A  

4A  

B  

 1n

  1p 3A

Рис. 3 

Вектор-нормаль площини 1p  )1,1,1(1 n  буде напрямним вектором прямої 

BA4 . За формулою (3) отримаємо рівняння прямої BA4 : 

1

3

1

1

1

1 





 zyx
 

Знайдемо координати точки B  (як координати точки перетину прямої BA4  

і площини 1p ): 

 


























04

1

3

1

1
1

1

1

1

zyx

zx

yx

       











4

4

2

zyx

zx

yx

       
3

2
x , 

3

4
y , 

3
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B . Тоді рівняння прямої BA1 : 
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5) З умови задачі випливає, що вектор-нормаль 
площини 321 AAA  (рівняння площини знайдено п.2 

задачі) )1,1,1(1 n  буде напрямним вектором шуканої 

прямої 1l  (рис.  4). Тоді рівняння прямої 1l : 

1

4

1

2

1

2 





 zyx
 

2A  

1A  

 1n  

 1p  
3A

1l  

Рис. 4 

 
6) Шукана площина – 3p  (рис. 5). Візьмемо на площині 3p  до-вільну точку 

),,( zyxM . 

За умовою задачі 341 pAA   і 332 || pAA . Тоді 

вектори MA1 , 41AA , 32 AA  компланарні, а значить їх 

мішаний добуток дорівнює 0. 

)2,1,1(1  zyxMA ; 

)1,0,2(41 AA ; 

)5,5,0(32 AA . 

3A 2A  

1A  
 3p  4A

M

Рис. 5 

0

550

102

211





 zyx

       0722  zyx  

 
Отже, рівняння площини 3p : 0722  zyx . 

 
 
7) Позначимо   – кут між прямою 41AA  та 

площиною 321 AAA  (рис. 6).  

)1,0,2(41 AA ; 

)1,1,1(1 n  – вектор-нормаль площини 321 AAA  

(рівняння площини знайдено в п.2 задачі). 

Кут між векторами 41AA  і 1n  : 

1A  

2A  

4A
1n  

3A
  

Рис. 6 
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15

1
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Будемо вважати кут   гострим, тоді 

o15
15

1
arcsin   

 
8) Площина 4p  (рис. 7) – шукана площина. Так 

як 441 pAA  , то напрямний вектор прямої 41AA  

(рівняння прямої знайдено в п.1 задачі) )1,0,2(s  є 

вектором-нормаллю площини 4p . Тоді за формулою 

рівняння площини 4p : 

1A  

4A  

3A4p  

s

Рис. 7 
0)4(1)2(0)2(2  zyx        02  zx  

 
 
 

Лекція 5. ВСТУП ДО МАТЕМАТИЧНОГО АНАЛІЗУ 
 
 
Мета: засвоїти основні поняття функції однієї змінної, границі та неперервності 
функції в точці. 
 
План лекції:  
1. Основні поняття функції однієї змінної.  
2. Границя функції.  
3. Види невизначеностей та їх розкриття. 
4. Неперервність функції )(xfy  . 
 
 

1. Функції однієї змінної 
 
Змінна величина y  називається функцією незалежної змінної x , якщо кожному 
значенню x  із деякої множини X  поставлено у відповідність єдине значення y . 

Якщо y  є функцією від x , то записують )(xfy  . 

Змінна x  називається аргументом функції )(xfy  . 

Вираз )(af  означає те значення )(xfy  , яке приймає функція y  при 
ax  . 

 
Множина X , що є сукупністю значень незалежної змінної x , для яких 
визначаються значення залежної змінної y , називається областю визначення 
функції (або областю існування). 
 



Геометрично, область визначення функції )(xfy   є проекцією графіка 
функції на вісь Ox . 
Сукупність значень y , які відповідають всім значенням Xx , називається 
областю значень (або областю зміни) функції. 

  
Функція )(xfy   називається однозначною, якщо кожному значенню x  
відповідає одне єдине значення y , в протилежному випадку – многозначною. 

 
Елементарними функціями називаються степеневі, показникові, логарифмічні, 
тригонометричні, обернено тригонометричні, гіперболічні функції, а також 
функції, що отримуються із вище перерахованих за допомогою арифметичних дій 
(додавання, віднімання, множення, ділення) і суперпозиції (операції взяття 
функції від функції), що застосовуються скінченне число разів. 

 
2.Границя функції 

 
Число A  називається границею функції )(xfy   при x  прямуючим до a  
( ax  ), якщо для всіх значень x , які достатньо мало відрізняються від a , 
відповідні значення функції )(xfy   достатньо мало відрізняються від числа A , 
і записується це так 
 

Axf
ax




)(lim        або     Axf )(  при ax   

 
Зауваження: 

1) a  – може бути скінченним числом або  . 
2) Якщо функція має границю при ax  , то тільки одну. 
3) Якщо значення функції )(xfy   прямують до   при ax  , то кажуть, 

що границею функції при ax   є нескінченність і записують 



)(lim xf

ax
. 

 
Функція )(xfy   називається нескінченно великою при ax  , якщо 




)(lim xf
ax

 

 
Функція )(xfy   називається нескінченно малою при ax  , якщо 

0)(lim 


xf
ax

 

Зауваження: 

1) якщо )(xf  при ax  , то 0
)(

1


xf
 при ax  ; 



2) якщо 0)( xf  при ax  , то 
)(

1

xf
 при ax  . 

 
Властивості границі 

 
1) CC

ax



lim , constC   

2)   )(lim)(lim)()(lim xgxfxgxf
axaxax 

   

3)   )(lim)(lim)()(lim xgxfxgxf
axaxax 

  

4) 
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf

ax

ax

ax





  

5)  


 







)(lim)(lim xfxf

axax
 

6) 







)(limlog)(loglim xfxf

axax
  

7) 
)(lim

)(lim
xf

xf

ax

ax


  

8) 
)(lim

)( )(lim)(lim
xg

ax

xg

ax

axxfxf 







 

 
Теорема. Якщо функція монотонно зростає (убуває) і обмежена зверху (знизу), то 
вона має границю. 

 

Якщо при знаходженні границі 
)(

)(
lim

xg

xf
ax

 маємо, що )(xf  і )(xg , то 

отримуємо невизначеність виду 



. 

Аналогічно, з’являються інші види невизначеностей. 
 

3. Види невизначеності: 




; 
0

0
; 1 ;  ; 0 ; 00 ; 0  

1). Розкриття невизначеності 



 



Невизначеність виду 



 може утворитись при обчисленні границі     функції, у якої в 

чисельнику і знаменнику многочлени, при x . Для розкриття цієї 
невизначеності треба чисельник і знаменник поділити на змінну в самому високому 
степені, який міститься в заданому виразі. Далі обчислюють знов, використовуючи 
властивості границі та властивості нескінченно великих і нескінченно малих 
функцій. 
 

2).Розкриття невизначеності 
0

0
 

1) Невизначеність виду 
0

0
 може утворитись при обчисленні границі функції, у 

якої в чисельнику і знаменнику многочлени, при x  прямуючим до якогось 
скінченного числа. В цьому випадку необхідно многочлени в чисельнику і в 
знаменнику розкласти на прості множники і скоротити. 
 
 

2) Також невизначеність виду 
0

0
 може утворитись при обчисленні границі 

функції, у якої в чисельнику або/і знаменнику знаходиться ірраціональність, 
при x  прямуючим до якогось скінченного числа. Тоді треба зробити 
перетворення для позбавлення ірраціональності. 
 

3) Невизначеність виду 
0

0
 може утворитись і при обчисленні границі 

тригонометричних виразів. Для розкриття невизначеності в цьому випадку 
заданий вираз перетвореннями зводять до першої важливої границі: 

1
sin

lim
0


 x

x
x

. 

 
Наслідки першої важливої границі: 

1) kk
kx

kx
k

kx
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kxk

x
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kxxx
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,0якщоsin
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2) 11
1

1sin
lim

cos

1
lim
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sin
lim

tg
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0000





 x

x

xxx

x

x

x
xxxx

; 

 

3). Розкриття невизначеності 1  
 



Невизначеність виду 
1  утворюється при обчисленні границі )()(lim xg

ax
xf


. 

Позбавитись цієї невизначеності можна скориставшись одним з двох способів: 

1) звести до другої важливої границі: e
x

x x







 



1
1lim  

або її наслідків:   e
x

x
x 



1

0
1lim ,   

 e
x

x x







 


1lim  

2) застосувати формулу 
)()1)((lim

)()(lim
xgxf

xg

ax

axexf



  

 
4). Розкриття невизначеності   

 
При відніманні від нескінченності нескінченність того ж порядку виникає 
невизначеність виду  . Для її розкриття необхідно перетворити заданий 
вираз.  

Розкриття невизначеностей 0 , 00 , 0  
 

Невизначеності виду 0 , 00 , 0  тотожними перетвореннями зводять до 
попередніх невизначеностей. Зокрема, невизначеність 0  зводять до 

невизначеності 
0

0
 або 




, застосовуючи наступне перетворення: 

)(

1
)(

)()(

xg

xf
xgxf   або 

)(

1
)(

xf

xg
 

 
Для обчислень іноді стають в нагоді деякі додаткові важливі границі: 

 

e
x

x
x


 log

)1(log
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0
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ln

1
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 x

x
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, 0a ;  k

x

x k

x





1)1(
lim

0
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4. Неперервність функції )(xfy   
 

Якщо функція )(xfy   визначена в точці 0x  і існує границя )(lim
0

xf
xx

, яка 

дорівнює )( 0xf , то ця функція називається  

непервною в точці 0x . 



 

Функція )(xfy   називається неперервною в точці 0x , якщо нескінченно 

малому приросту аргументу ( 0x ) відповідає нескінченно малий приріст 

функції ( 0y ), тобто 0lim
0




y
x

 

 

Якщо 0xx   і 0xx  , то кажуть, що x  прямує до 0x  зліва, і записують 

00  xx . 

Якщо 0xx   і 0xx  , то кажуть, що x  прямує до 0x  справа, і записують 

00  xx . 

)0()(lim 0
00




xfxf
xx

 – границя функції в точці 0x  зліва. 

)0()(lim 0
00




xfxf
xx

 – границя функції в точці 0x  справа. 

 
Функція має границю в точці, якщо її односторонні границі (границя зліва і 
границя справа) в цій точці рівні між собою. 

 

Теорема. Функція )(xfy   неперервна в точці 0x  тоді і тільки тоді, коли 

)()0()0( 000 xfxfxf  . 

 
Функція називається неперервною на інтервалі (скінченному або нескінченному), 
якщо вона неперервна в кожній точці цього інтервалу. 

 

Зауваження. Якщо функція не існує в точці 0x  або не виконується умова 

теореми про неперервність, то кажуть що функція в точці 0x  має розрив, а 0x  

називають точкою розриву функції. 
 

Класифікація точок розриву 
 

Функція )(xfy   в точці 0x  має розрив

І роду (усувний), якщо  
)()0()0( 000 xfxfxf   

або 
)0()0( 00  xfxf , а )( 0xf  не існує (рис. 1. 

 
 В цьому випадку покладають, що 0x  

y

 x 0 

)(xfy 

Рис. 1 



)(lim)(
0

0 xfxf
xx

 . 

 
Функція )(xfy   в точці 0x  має розрив І 

роду (неусувний), якщо 
)0()0( 00  xfxf  

 
 В цьому випадку різницю 

)0()0( 00  xfxf  називають стрибком 

функції в точці 0x  (рис. 2). 0x  

y 

 x0 

)0( 0 xf

)0( 0 xf

)(xfy 

Рис. 2 
 
Функція )(xfy   в точці 0x  має розрив ІІ роду, якщо хоча б одна з границь 

)0( 0 xf  або )0( 0 xf  дорівнює нескінченності (рис. 3) або не існує. 

 
 
 

 0x  

y 

 x 0   0x

y 

 x 0   0x  

y 

  x0  
а)    б)     в) 

Рис. 3 
 
 
 

Лекція 6. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ 
НЕЗАЛЕЖНОЇ ЗМІННОЇ. ДОСЛІДЖЕННЯ ФУНКЦІЙ ТА ПОБУДОВА ЇХ 
ГРАФІКІВ 

 
 
Мета: засвоїти поняття похідної функції, правил диференціювання, похідної 
функції, яка задана неявно та параметрично; засвоїти загальну схему дослідження 
функції та побудови її графіка. 
 
План лекції:  
1. Поняття похідної функції. Правила диференціювання функції, таблиця 
похідних елементарних функцій. 
2. Похідна складної функції.  



3. Похідна функції, що задана неявно, параметрично та похідна степенево-
показникової функції. 
4. Похідна другого порядку. 
5. Диференціал функції. 
6. Схема повного дослідження функції )(xfy  . 

 
1. Поняття похідної функції 

 
Похідною функції )(xfy   

називається границя відношення 

приросту функції  y  до приросту 

незалежної змінної x , коли  x  

прямує до 0 (рис. 1). Тобто: 

 

x

xfxxf

x

y

xx 








)()(
limlim 00

00
 

 
Зауважимо, що за умови якщо ця 

границя існує, то її називають похідною 

функції )(xfy   і позначають як 

)(' xf , або 'y , або '
xy , або 

dx

dy
 

0x xx 0  

x  

y  

)( 0xf

)( 0 xxf 

x

y

)(xfy 

Рис. 1 
 

 
Похідна показує „швидкість” зміни функції )(xfy   (рис. 1). 
 
 

Операція знаходження похідної функції називається диференціюванням цієї 
функції. 

 
Функцію )(xfy  , яка має похідну в точці 0x , називають диференційованою в 

точці 0x . 

 
Якщо функція має похідну в кожній точці деякого проміжку (скінченного або 

нескінченного), то її називають диференційованою в цьому проміжку. 

 

 



Геометричний зміст похідної 
 

0x xx 0  

)( 0xf  

)( 0 xxf   

x

y  

)(xfy 
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 1M  
2M  

   

bkxy 

Рис. 2 

 
Відношення приросту функції до 

приросту незалежної змінної 

tg
)()( 00 








x
y

x

xfxxf
, 

де   – кут нахилу січної 10MM , а при 

0x  січна 10MM  прямує до 

дотичної 20MM  до графіка   функції 

)(xfy   в точці 0M  (рис. 2). Якщо   

– кут нахилу дотичної 20MM , то 

 

)('limtglimtg 0
00
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xx









 

 
Таким чином, 

кутовий коефіцієнт k  дотичної до графіка функції )(xfy   в точці 0x  є 

похідною цієї функції в точці 0x : 

 
)('tg 0xfk    

 
Фізичний зміст похідної 

Якщо тіло рухається за законом )(tss  , де s  – шлях, а t  – час, то середня 
швидкість руху від моменту часу t  до tt  : 

 

t

s

t

tstts
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)()(

 
 

Отже, дійсна швидкість в даний момент часу:  

)('limlim
00

ts
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x
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x








  

Таким чином: 



швидкість в даний момент часу є похідною від пройденого шляху )(ts  по часу 

t : 
dt

ds
 . 

 
Аналогічно виводиться, що в даний момент часу 

прискорення є похідною від швидкості по часу: 
dt

dv
a  ; 

теплоємність є похідною від кількості теплоти по температурі: 
d

dw
C  ; 

сила струму є похідною від кількості електрики по часу: 
dt

dQ
I  . 

 
Правила диференціювання функцій 

 
Нехай дано функції )(xuu   та )(xvv  . 
 

1. ')'( CuCu  , constC   

2. '')'( vuvu   

3. '')'( vuvuvu   

4. 
2
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v

vuvu
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Похідні основних елементарних функцій 

 

1. 0)'( c , constc   6. xx cos)'sin(   

2. 1)'( x  7. xx sin)'cos(   

 
3. 

1)'(  nn nxx , 
n  – будь-яке дійсне число 
 

8. 
x

x
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1
)'tg(   
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11. 
21

1
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4. 

 

aaa xx ln)'(  , 
a  – дійсне число, 0a , 1a  
 

xx ee )'(  
12. 21

1
)'arctg(

x
x


  

 
5. axx

e
x a

a ln

1log
)'(log  , 

0a , 1a  
 

x
x

1
)'(ln   
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1
)'arcctg(

x
x


  

 
 
 
 

 
 

2. Похідна складної функції 
 

Якщо )(ufy  , а )(xuu  , то ))(( xufy   називається складною  
функцією. Змінна u  називається проміжною. 

 
Наприклад: 

1) xy 5cos  – складна функція, де 5uy  , xu cos ; 

2) 2arctg xy   – складна функція, де uy arctg , 2xu  ; 
 

Похідна складної функції ))(( xufy   за змінною x : 

'''
xux ufy   

Для знаходження похідних  '
uf   та  '

xu   використовуються вище наведені 

похідні основних елементарних функцій та правила диференціювання, де замість 
змінної  x   може бути будь-яка інша змінна (наприклад, u ). 
 



Таблиця диференціювання складної функції 
 

)(xuu   
 

1. ')'( 1 unuu nn   , 
n  – будь-яке дійсне число 

6. '
cos

1
)'tg(

2
u

u
u   

7. '
sin

1
)'ctg(

2
u

u
u   

 
2. 

 

'ln)'( uaaa uu  , 
a  – дійсне число, 0a , 1a  
 

')'( uee uu   8. '
1

1
)'arcsin(

2
u

u
u 


  

9. '
1

1
)'arccos(

2
u

u
u 


  

 
3. '

ln

1
)'(log u

au
ua  , 

0a , 1a  
 

'
1

)'(ln u
u

u   10. '
1

1
)'arctg(

2
u

u
u 


  

4. 'cos)'sin( uuu   

5. 'sin)'cos( uuu   

 
11.

 

'
1

1
)'arcctg(

2
u

u
u 


  

 
 

3. Похідна функції, що задана неявно 
 

Функція називається неявно заданою, якщо змінні x  і y  зв’язані між собою 

рівнянням, що не виражене відносно y , тобто у вигляді 0),( yxF . 
 

Наприклад:  

122  yx        або       xye y cossin  . 

Для знаходження похідної '
xy  неявно заданої функції диференціюють ліву і 

праву частину заданої рівності, враховуючи, що y  – це функція від x , а отриману 

рівність розв’язують відносно '
xy .  

 
 



Похідна степенево – показникового виразу. 
 

Логарифмічне диференціювання 
 

Степенево – показникова функція має вигляд vuy  , де )(xuu  , )(xvv  , 
тобто u  і v  вирази, що містять незалежну змінну x . 

Для знаходження похідної функції vuy   використовують спосіб 
логарифмічного диференціювання. Цій спосіб полягає в тому, що задану 
функцію спочатку логарифмуємо 

vuy lnln  , 
тоді 

uvy lnln  . 

 
)'(lnln')'(ln uvuvy   

 

'
1

ln''
1

u
u

vuvy
y


 

 
З останньої рівності: 







 


u
uv

uvyy ln' , 

де vuy  .  
 

Отже, 
похідну степенево – показникової функції можна обчислити за  
формулою: 







 


u
uv

uvuy v ln'   

 
Похідна функції, заданої параметрично 

 
Функція називається заданою параметрично, якщо відповідні одна одній змінні 
x  та y  виражені через деякий параметр t : 








),(

);(

tyy

txx
 

де t  – належить деякому інтервалу; найчастіше цей інтервал );(  . 
 

Похідна '
xy  параметрично заданої функції: 



'

'
'

t

t
x

x

y
y 

 
 

4. Похідна другого порядку 
 

Похідну 'y  функції )(xfy   називають похідною першого порядку. 
Похідну від першої похідної функції називають похідною другого порядку: 

)''('' yy   
 

Другу похідну функції )(xfy   ще позначають так: 
 

)('' xf , ''
xf , 

2

2

dx

yd
, 








dx
dy

dx
d

 

 
Механічний зміст другої похідної 

Так як прискорення a  є похідною від швидкості )(tv  за часом t , то можна 

сказати, що прискорення є другою похідною від шляху )(ts  за часом t : 

''')'('
ttt ssva   

 
 

Друга похідна функції, заданої параметрично 

Друга похідна ''
xy  параметрично заданої функції 








)(

);(

tyy

txx
 

3)'(

''''''
''

t

tttt
x

x

xyxy
y


  

 
Похідні вищих порядків 

 
Похідною n -го порядку функції )(xfy   називають похідну від  

похідної )1( n -го порядку і позначають: 

)(ny , )()( xf n , 
n

n

dx

yd
 

 



Правило Лопіталя розкриття невизначеності 
 

Якщо 










 )(

)(
lim

0 x

xf

xx 
 або 








0

0
 і функції )(xf  і )(x  визначені та 

диференційовані в околі точки 0x , то  

)('
)('

lim
)(
)(

lim
00 x

xf
x
xf

xxxx  
   

 
Зауваження. Правило Лопіталя можна застосовувати для знаходження 

границі неодноразово. 
 

4. Диференціал функції 
 

Так як для функції )(xfy   похідна 
x
y

y
x 





lim'

0
, то )(' xoxyy  , 

де нескінченно мала величина 0)( xo  при 0x . 
Умовно покладають, що приріст незалежної змінної є її ди-ференціалом: 
dxx  . Таким чином, приріст функції 
 

)(' xodxyy   (1) 
 

Диференціалом функції )(xfy   називають головну лінійну частину приросту 

функції і позначають dy : 
 

dxydy '  або dxxfdy )('  
 
Зауваження 1. Враховуючи (1) 
 

dyy   (2) 
 

Зауваження 2. Враховуючи, що )()( 00 xfxxfy  , а 

xxfdy  )(' 0 , із співвідношення (2) маємо 

 
формулу для наближеного обчислення значення функції 

xxfxfxxf  )()()( 000  (3) 

 
 
 

Схема повного дослідження функції )(xfy   
 



1) Знайти область визначення функції. 
2) Дослідити функцію на парність, непарність (якщо )()( xfxf  , то 

функція парна і має віссю симетрії вісь Oy ; якщо )()( xfxf  , то 
функція непарна і має центром симетрії початок системи координат). 

3) Визначити точки перетину графіка функції з осями координат. 
4) Знайти точки розриву функції; знайти односторонні границі зліва та справа 

від точок розриву. 
5) Знайти асимптоти графіка функції. 
6) Знайти критичні точки першого роду; інтервали зростання та спадання; 

точки екстремумів та екстремальні значення функції. 
7) Знайти критичні точки другого роду; інтервали опуклості та угнутості 

графіка функції; точки перегину та значення функції в точках перегину. 
8) Побудувати в системі координат знайдені асимптоти та всі отримані при 

дослідженні точки. Потім, враховуючи інтервали монотонності, опуклості 
та угнутості, побудувати графік функції. 
 
 

Застосування похідної для дослідження функції 
 

Рівняння дотичної до графіка функції )(xfy   в точці ),( 00 yxM : 

)()(' 000 xxxfyy    

 

Рівняння дотичної до графіка параметрично заданої функції 







)(

)(

tyy

txx
 в 

точці, що відповідає параметру 0t : 

)()('
000 xxtyyy x    

 
Рівняння нормалі до графіка функції )(xfy   в точці ),( 00 yxM : 

)(
)('

1
0

0
0 xx

xf
yy    

 
Рівняння нормалі до графіка параметрично заданої функції  
 








)(

)(

tyy

txx
 в точці, що відповідає параметру 0t : 

)(
)('

1
0

0
0 xx

ty
yy

x

   



Достатня умова монотонності функції 
 

Нехай задана диференційована функція )(xfy  . Якщо в деякому інтервалі 

похідна 0)(' xf , то функція в цьому інтервалі зростає; якщо в деякому 

інтервалі 0)(' xf , то функція в цьому інтервалі  
спадає. Інтервали, в яких функція зростає або спадає, називаються інтервалами 
монотонності функції. 

 
Функція )(xfy   в точці 0x  має максимум (мінімум), якщо значення функції в 

цій точці більше (менше) ніж її значення в деякому околі точки 0x . 

 
Максимум ( maxy ) і мінімум ( miny ) функції називають екстремумом   функції. 
Точку, в якій функція має максимум або мінімум, називають точкою екстремуму 
функції. 

 
 

Необхідні і достатні умови екстремуму 
 

Необхідна умова існування екстремуму функції 
 

Якщо функція )(xfy   має екстремум в точці 0x , то її похідна )(' xf  в цій точці 

дорівнює 0 або не існує. 
Обернене твердження не вірне: для деякої точки може виконуватись умова, 

що похідна в цій точці дорівнює 0 або не існує, проте в цій точці може не існувати 
екстремуму. 
Точки, в яких 0)(' xf  або )(' xf  не існує (можливі точки екстремуму) 
називають критичними точками першого роду. 
 

Перша достатня умова існування екстремуму функції 
 

Нехай функція )(xfy   диференційована. Якщо при переході (зліва направо) 

через критичну точку 0x  похідна )(' xf  змінює знак з „+” на „–”, то в точці 0x  

функція має максимум; якщо з „–” на „+”, то мінімум; якщо знак не змінюється, 
то екстремуму немає.  

 
Найбільше та найменше значення функції на відрізку 

 
Якщо функція )(xfy   неперервна у відрізку ];[ ba , то в цьому від-різку завжди 
існують точки, в яких вона приймає найбільше і найменше значення. Найбільше і 
найменше значення функції знаходяться або всередині відрізка ];[ ba  (в 

критичних точках, що належать цьому відрізку) або на кінцях відрізка ];[ ba . 



Друга достатня умова існування екстремуму функції 
 

Нехай 0)(' 0 xf  і існує )('' 0xf . Тоді якщо 0)('' 0 xf , то в точці 0x  функція 

досягає максимуму, а якщо 0)('' 0 xf , то мінімуму.  

Графік функції )(xfy   називається опуклим (угнутим) в деякому проміжку, 
якщо усі точки графіка функції лежать нижче (вище) її дотичних в цьому 
проміжку. 

 
Достатня умова опуклості графіка функції 

 
Нехай функція )(xfy   визначена і двічі диференційована в деякому проміжку. 

Тоді якщо в цьому проміжку 0)('' xf , то графік функції в цьому проміжку 

опуклий, а якщо 0)('' xf , то угнутий.  
 

Точка графіка функції, яка відокремлює його опуклу частину від угнутої 
називається точкою перегину. 
Точки, в яких 0)('' xf  або )('' xf  не існує, називають критичними точками 
другого роду. 

 
Ознака перегину графіка функції 

 
Точка 0x  є точкою перегину графіка функції )(xfy  , якщо вона є її критичною 

точкою другого роду і при переході через цю точку )('' xf  змінює знак. 
 

Асимптоти 
 

Асимптотою називають пряму лінію, до якої наближається графік функції 
)(xfy  , прямуючи у нескінченність. 

Асимптоти можуть бути вертикальними, похилими і горизонтальними: 
1) Якщо хоча б одна з односторонніх границь функції )(xfy   в точці 0x  

дорівнює   ( 


)(lim
00

xf
xx

 або 


)(lim
00

xf
xx

), то пряма 0xx   є 

вертикальною асимптотою графіка цієї функції. 
Тобто вертикальна асимптота 0xx  , де 0x  – точка розриву другого роду 

функції )(xfy  . 

2) Рівняння похилої асимптоти функції )(xfy   шукають у вигляді  

bkxy  , 
де 

x

xf
k

x

)(
lim


 , (4) 



 
))((lim xkxfb

x



. (5) 

 
Зауважимо, що в загальному випадку треба розглядати окремо границі при 

x  і x . 
Якщо не існує скінченного значення границі (4), то похилої  
асимптоти немає. 
Якщо 0k , то похила асимптота перетворюється у горизонтальну. 

3) Рівняння горизонтальної асимптоти функції )(xfy    

by  , 
де 

)(lim xfb
x 

 . (6) 

 
Треба розглядати окремо границі при x  і x . 
Якщо не існує скінченного значення границі (6), то горизонтальної 
асимптоти немає. 

 
 

Поняття комплексного числа 
 

Комплексним числом z  називається вираз виду  
z x iy  , 

де x  та y  – будь-які дійсні числа, а i  – уявна одиниця, що задовольняє умові 
2 1i   . Числа x  та y  називаються відповідно дійсною і уявною частинами 

комплексного числа z  і позначаються Rex z , Imy z . 

 
Два комплексних числа вважаються рівними, якщо рівні їх дійсні і уявні частини: 

1 2x x , 1 2y y . 

 
Нехай задані комплексні числа 1 1 1z x iy  , 2 2 2z x iy  : 

1) 1 2 1 2 1 2( ) ( )z z x x i y y     ; 

2) 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1( ) ( )z z x x y y i x y x y    ; 

3) 1 1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2

z x x y y x y x y
i

z x y x y

 
 

 
, 2( 0)z  ; 

4)  22 2 2 2z x iy x y xyi     ; 

5)  33 3 2 2 33 3z x iy x x yi xy iy      . 



 

Модуль z  та аргумент  Arg z  комплексного числа z x iy   є одними 

із його головних характеристик. 
 

Модулем комплексного числа називається довжина вектора, що є геометричним 
зображенням цього числа на комплексній площині  
(рис. 15.1). Модуль комплексного числа обчислюється за формулою: 

2 2z x y  . 

 
Вираз аргументу комплексного числа складається із суми, до складу якої входить 

головне значення аргументу  arg z  та доданок 2 ,   k k Z  .  

Arg arg 2 ,   z z k k Z   , 

де головне значення аргументу комплексного числа z x iy   обчислюється за 
формулою:  

=arg arctg
y

z
x

  . 

Отже, аргумент комплексного числа z визначається неоднозначно, а з 
точністю до доданка 2 ,   k k Z  . 

 
Геометричний зміст головного значення аргументу комплексного числа 

полягає у тому, що arg z  дорівнює найменшому із кутів між додатним 

напрямком осі Ох та вектором, що зображає комплексне число z x iy  . 
 

 
 

Рис.15.1 

Із геометричного змісту зрозуміло, що 
головні значення аргументів 
комплексних чисел знаходяться у 
межах: 

arg z     

      . 

 
 

Форми комплексних чисел 
 

Алгебраїчна: z x iy  . 

Показникова: iz z e   . 



Тригонометрична:  cos sinz z i     . 

 

Правила знаходження значень функції арктангенс:  

arctg , 0,   0,

arctg   , 0,   0,

arctg
arctg   0,   0,

arctg   0,   0.

y
x y

x
y

x y
xy

yx
x y

x

y
x y

x





  

            

   


 

 
 

Лекція 7. ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ 
 
 
Мета: засвоїти основні поняття функції багатьох змінних , похідної функції 
багатьох змінних, похідної за напрямом, градієнта функції, розглянути методики 
знаходження найбільшого та найменшого значення функції. 
 
План лекції:  
1. Основні поняття про функцію багатьох змінних. 
2. Диференціювання функції кількох змінних.  
3. Похідна за напрямом. 
4. Градієнт функції. 
 
 

1. Основні поняття про функцію багатьох змінних 
 

Якщо кожній парі ( , )x y  значень двох незалежних одна від одної змінних 

величин x  і y  з деякої області D  відповідає певне значення величини z , тоді 
величина z  є функцією двох незалежних змінних x  і y , яка визначена в області 

D . Позначається така функція: 
 

( , )z f x y  або ( , )z z x y . 
 



Значення функції ( , )z f x y  у точці 0 0 0( , )M x y  знаходять за 

формулою: 

0 0
0

0 0 0 0 0( , ) ( , ) x x M
y y

z z x y f x y z z


    . 

 
Графіком функції ( , )z f x y  є 
поверхня (рис. 1). 
Область визначення (існування) 
функції ( , )z f x y  – це множина 

D  всіх таких точок ( , )x y  площини 

Oxy  (рис. 1), для яких вираз 

( , )f x y  має зміст і дає дійсні 
значення. 

x  

z  

y

 ),( yxfz   

D  

Рис. 1 
Аналогічним чином визначається функція більшого числа змінних: 

( , , )u f x y z  – функція трьох незалежних змінних; 

1 2( , ,..., )nu f x x x  – функція n  незалежних змінних. 

 
Поверхні другого порядку 

Еліптичний 
циліндр 

2 2

2 2
1

x y

a b
   

Частинний випадок: 
круговий циліндр 

(a b R  )
2 2 2x y R    

 Рис. 2 
 

Гіперболічний 
циліндр 

2 2

2 2
1

y x

b a
   

 
 

 Рис. 3 
 



Параболічний 
циліндр 
2 2x py  

( 0p  ) 

 
 Рис. 4 
 

Тривісний 
еліпсоїд 

2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
    

 
 Рис. 5 
 

Сфера 
2 2 2 2x y z R    

 
 Рис. 6 
 

Еліптичний 
параболоїд 
2 2

2 2

x y
z

a b
   

 
 Рис. 7 



 
Гіперболічний 
параболоїд 
2 2

2 2

x y
z

a b
   

 
 Рис. 8 
 

Однопорожнинний 
гіперболоїд 

2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
    

 Рис. 9 
 

Двопорожнинний 
гіперболоїд 

2 2 2

2 2 2
1

z x y

c a b
    

 
 Рис. 10 
 



Конус 
2 2 2

2 2 2
0

x y z

a b c
    

 
 Рис. 11 
 

2. Диференціювання функції кількох змінних 
 

Якщо одна із незалежних змінних функції ( , )z f x y , наприклад x , отримала 

приріст x , то різниця 
( , ) ( , )xz f x x y f x y      

 
називається частинним приростом функції z . 
 

Відповідно, ( , ) ( , )y z f x y y f x y     . 

 

Якщо існує границя 
0

lim x

x

z

x 




 (що не дорівнює нескінченності), яка не залежить 

від способу прямування 0x  , тоді ця границя називається частинною 
похідною (першого порядку) функції ( , )z f x y  по незалежній змінній x  і 
позначається 
 

z

x




, або 
f

x




, або '
xz , або ' ( , )xf x y , або '

xf . 

Аналогічно визначається частинна похідна по змінній y : '
yz . 

Так само визначаються частинні похідні функції трьох і більшого числа 
змінних. 



Обчислення частинних похідних функції кількох змінних  
здійснюється як для функції однієї незалежної змінної, причому вважають всі 
незалежні змінні, крім тої по якій диференціюють, постійними величинами. 

Приклад 1. Знайти частинні похідні першого порядку функції 

y
z

x
 . 

Розв’язання. 

2 2

' '1 1

x x

z y y
y y

x x x x x

                        
; 

 ' 1 1 1
' 1
y

y

z y
y

y x x x x

         
. 

 
Частинні похідні другого порядку є частинними похідними від похідних 

першого порядку. 
 

Частинні похідні другого порядку для функції ( , )z f x y : 

2

2

'' ''
x xxx

z z
f f

x xx

             
, (1) 

2

2

'' ''
y yyy

z z
f f

y yy

    
         

, (2) 

2 '' ''
x xyy

z z
f f

x y y x

              
, (3) 

2 '' ''
y yxx

z z
f f

y x x y

    
          

, (4) 

де (1) і (2) – “чисті похідні ” другого порядку; 
 (3) і (4) – “мішані похідні ” другого порядку. 
 

Приклад 2. Знайти похідні другого порядку від функції  
sin .z xy  

Розв’язання. 



   ' 'sin cos cos 1 cos
x x

z
xy xy xy xy y y xy

x


      


; 

   ' 'sin cos cos 1 cos
y y

z
xy xy xy xy x x xy

y


      


; 

   
2

2
2

' 'cos ( sin ) ( sin ) 1 sin ;
x x

z
y xy y xy xy y xy y y xy

x


           



   
2

2
2

' 'cos ( sin ) ( sin ) 1 sin ;
y y

z
x xy x xy xy x xy x x xy

y


           



   
2

' 'cos 1 cos sin cos sin ;
y y

z
y xy xy y xy xy xy xy xy

x y


       

 
 

   
2

' 'cos 1 cos sin cos sin .
x x

z
x xy xy x xy xy xy xy xy

y x


       

 
 

Якщо мішані частинні похідні одного порядку неперервні, тоді їх значення не 
залежать від порядку диференціювання. 

Зокрема, для функції ( , )z f x y : 
2 2

.
z z

x y y x

 


   
 

 
 

3. Найбільше та найменше значення функції у замкненій області 
 

Розглянемо функцію ( , )z f x y . 
Функція, обмежена і диференційована у замкненій області, досягає свого 
найбільшого та найменшого значення або всередині цієї області у стаціонарних 
точках (точках, в яких частинні похідні першого порядку дорівнюють нулю), або 
на її границі. 

 
Алгоритм знаходження найбільшого та найменшого 

значення функції ( , )z f x y  
1) Знайти стаціонарні точки, розв’язавши систему рівнянь (необхідна умова 

екстремуму функції): 
 



0,

0.

z

x
z

y

 
 


. (5) 

2) Обчислити у стаціонарних точках значення функції. 
3) Знайти найбільше і найменше значення функції на кожній лінії, що обмежує 

задану область. 
4) Порівняти всі отримані в пп. 2) – 3) значення і визначити найбільше і 

найменше з них. 
 

Приклад 3. Знайти найбільше та найменше значення функції 
2 25 6z x y xy    у замкненій області D : 1x y   ,  2x  ,  2y  .  

 
Розв’язання. Знайдемо 

стаціонарні точки, що належать 
області D : 

10 6
z

x y
x


 


; 2 6

z
y x

y


 


; 

10 6 0

2 6 0

x y

y x

 
  

       
0

0

x

y


 

.  

Зобразимо область D  (рис. 12). Для 
зручності позначимо вершини 
заданої області, яка має вигляд 
трикутника (див. рис.9.13). 
Стаціонарна точка (0;0) 

знаходиться всередині області D .  

y
2 

–3      –2      –1       0          1          2   x  

  –1 

1 

1 yx  
2x

2y  

D  

C

BA

  –2 

  –3 

 
Рис. 12 

Значення функції у цій точці: (0;0) 0z  . 

Знайдемо найбільше та найменше значення функції на границі області D . 
Для цього розглянемо функцію на границі. Так як границя складається із трьох 
ліній, то розглянемо функцію на кожній з них окремо.  

Розглянемо функцію z  на границі AB . На лінії AB  2y  , отже 

функція z  тут приймає вигляд: 
25 4 12z x x   . Тобто задача зводиться до 

наступної: знайти найбільше та найменше значення функції від однієї незалежної 

змінної 
25 4 12z x x    на відрізку [ 3;2]  . 



10 12
dz

x
dx

         10 12 0x          
6

[ 3;2]
5

x    ; 

6 1
;2 3

5 5
z
    
 

; ( 3;2) 85Az z   ; (2;2) 0Bz z  . 

Розглянемо функцію z  на границі CB : 

2,

3 2,

x

y


  

       
220 12z y y   ; 

2 12
dz

y
dy

         2 12 0y          6 [ 3;2]y    ; 

(2; 3) 65Cz z   ; (2;2) 0Bz z  . 

Розглянемо функцію z  на границі AC : 

3 2,

3 2,

1,

x

y

x y

  
  
   

       
2 25 ( 1 ) 6 ( 1 )z x x x x       ; 

212 8 1z x x   ; 

24 8
dz

x
dx

         24 8 0x          
1

[ 3;2]
3

x     ; 

1 2
1

3 3
y      ; 

1 2 1
;

3 3 3
z
     
 

; ( 3;2) 85Az z   ; (2; 3) 65Cz z   . 

З усіх знайдених значень найбільше та найменше значення 
функції: 

max ( , ) ( 3;2) 85
D

z x y z   ;   
6 1

min ( , ) ;2 3
5 5D

z x y z     
 

. 

 
3. Похідна за напрямом 

 

Похідна від функції ( , , )u f x y z  за напрямом l  характеризує швидкість зміни 
функції за цим напрямом і обчислюється за формулою: 

cos( , ) cos( , ) cos( , )
u u u u

l Ox l Oy l Oz
x y zl

     
  
  

  
. 



 

Приклад 4. Знайти похідну функції 
3 3( , )f x y x y   у точці (1;1)M  за 

напрямом вектора (1, 3)l 


. 
Розв’язання.  

23
f

x
x





;  

23
f

y
y


 


; 

3 1 3
M

f

x


  


; 3 1 3

M

f

y


    


.   

Враховуючи 1 2( , ) (1; 3)l l l 


, маємо 

1

2 2

1 1
cos( , )

21 ( 3)

l
l Ox

l


  




; 

2

2 2

3 3
cos( , )

21 ( 3)

l
l Oy

l


  




; 

3 3 3 3
(1 3)

2 2 2M

f

l


   


 . 

 
 

4. Градієнт функції 
 

Градієнтом функції ( , , )u f x y z  називається вектор, який показує напрямок 
найбільшого зростання функції і проекціями якого на 

координатні осі Ox , Oy , Oz  є відповідно 
u

x




, 
u

y




, 
u

z




: 

u u u
grad u i j k

x y z

  
  
  

  
. 

 

Приклад 5. Знайти градієнт функції 
3 2( , ) 2f x y x xy   у точці 

(1;1)M . 

 
Розв’язання.  

2 23 2
f

x y
x


 


;    4

f
xy

y





; 5

M

f

x





;     4

M

f

y





; 



 

5 4
M

grad f i j 
 

. 

 
 

Лекція 8. НЕВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ 
 
 
Мета: засвоїти поняття первісної функції, невизначеного інтеграла, , методів його 
обчислення. 
 
План лекції:  
1. Первісна функції. Поняття невизначеного інтеграла. 
2. Методи інтегрування.  
3. Інтегрування дробово-раціональних функцій. 
4. Інтегрування тригонометричних функцій. Інтегрування деяких ірраціональних 
виразів. 
 
 

1.Первісна. Поняття невизначеного інтеграла 
 

Функція )(xF  називається первісною для функції )(xf  на деякому проміжку, 

якщо в усіх точках цього проміжку виконується рівність )()(' xfxF   або 

dxxfxdF )()(  . 
 

Процес знаходження первісної для заданої функції називається  
інтегруванням. 

 

Наприклад. Для функції 2)( xxf   первісною є функція 
3

)(
3x

xF  , так як 

)(3
3

1'

3
)(' 22

3

xfxx
x

xF 







 . Але 5

3
)(

3


x

xF  теж є первісною для 

функції 2)( xxf  , так як )(03
3

1'
5

3
)(' 22

3

xfxx
x

xF 







 . 

Отже, якщо функція )(xf  має первісну, то вона має нескінченну кількість 

первісних CxF )( , які відрізняються лише  постійним  доданком C . 
 

Сукупність всіх первісних CxF )( , де C  – довільна постійна, називається 

невизначеним інтегралом функції )(xf  і позначається  dxxf )( . Тобто 



CxFdxxf  )()( , 

 
де )(xf  – підінтегральна функція; 

dxxf )(  – підінтегральний вираз; 
x  (змінна, що стоїть під знаком диференціала) – змінна інтегрування. 
 
 

Геометричний зміст невизначеного інтеграла 

)(xFy   

y 

 x 

1)(  xFy  

7ln)(  xFy

 a  b 
 

Рис. 1 

Графік первісної функції )(xFy   
називають інтегральною кривою. 

Невизначений інтеграл   dxxf )(  

геометрично являє собою сімейство всіх 
інтегральних кривих  CxFy  )( , кожна 
з яких може бути отримана з однієї 
інтегральної кривої )(xFy   паралельним 
перенесенням вздовж осі Oy . 

 
 

Таблиця основних інтегралів 
 

1. Cdx 0  6.   Cxxdx cossin  

2. Cxdx   7.   Cxxdx sincos  

8.   Cxxdx coslntg  
3. 
 
 

 





C
n
x

dxx
n

n

1

1

, 

де n  – будь-яке дійсне число, 
1n  9.   Cxxdx sinlnctg  

4.   Cx
x

dx
ln  10.   Cx

x

dx
tg

cos2
 

11.   Cx
x

dx
ctg

sin2
 5. 

 
 
 

C
a

a
dxa

x
x  ln

, 

де a  – дійсне число, 
0a , 1a  

  Cedxe xx  
12.  


C

a
x

aax

dx
arctg

1
22

 



 

15.  


Caxx
ax

dx 22

22
ln13. 

 
 
 

C
ax
ax

aax

dx






 ln

2
1

22
 

 

C
ax
ax

axa

dx






 ln

2

1
22

 16. C
x

x
dx

 2
tgln

sin
 

14. C
a
x

xa

dx



 arcsin

22
 17. C

x
x

dx







  42

tgln
cos


 

 
 

Властивості невизначеного інтеграла 
 

1.   dxxfkdxxfk )()( , де constk   

2.     dxxfdxxfdxxfdxxfxfxf )()()()()()( 321321  

3. dxxfdxxfd )()(   

4.   CxFxdF )()(  

 
 

2.Методи інтегрування 
 

І). Метод безпосереднього інтегрування 
 

Метод полягає в тому, що заданий інтеграл за допомогою властивостей 
невизначеного інтеграла зводиться до табличних інтегралів. 

 

Приклад 1. Знайти 


dx
x

xx

2

243

 

Розв’язання. Підінтегральну функцію розкладемо на суму: 

dx
x

x
dx

xx

x

x

x
dx

x

xx
 



















 1
2

22

2

2

4

22

24 233

 

Застосуємо властивість 2 невизначеного інтеграла: 

  







 dx

x
dxdx

x
dx

x

x 1
2

2

1
2

2

22

 

До першого та другого інтеграли застосуємо властивість 1: 



      dx
x

dxdxxdx
x

dxdx
x 1

2
2

11
2

2
2

2

 

Отримали три табличних інтеграли. За формулами 3, 2, 4  відповідно 
таблиці основних інтегралів знаходимо: 

Cxx
x

dx
x

dxdxx    ln2
32

11
2

2

1 3
2  

Отже, 

Cxx
x

dx
x

xx



 ln2

32

1

2

24 33

 
 

Щоб перевірити правильність відповіді треба отриманий після інтегрування 
вираз продиференціювати, якщо результат збігається з    підінтегральною 
функцією, то відповідь правильна. 

 
ІІ.) Метод заміни змінної 

 

1)   



 dtttf
dttdx

tx
dxxf )()(

)('

)(
)( 




 

 
Підінтегральний вираз в правій частині може стати простим, який можна 

проінтегрувати користуючись властивостями інтеграла та таблицею основних 
інтегралів. Але після знаходження первісної треба повернутись до початкової 
змінної інтегрування x . Для цього треба для функції )(tx   знайти обернену 

)(xt   і підставити в первісну. 
 

Приклад 2. Знайти 
 xx

dx
3

 

Розв’язання. Щоб позбутись квадратного кореня зробимо заміну 2tx  : 

 











 1
2

2

2)'()(
2322

2

3 t

dt

tt

tdt

tdtdtttddx

tx

xx

dx
 

Cx
xt

tx
Ct 




 arctg2arctg2
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2)  



 dttf

dtdxx

tx
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Частинний випадок: 



CxCt
t

dt

dtxddxx

tx

x

xd

x

dxx





  )(lnln
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Приклад 3. Знайти  
dx

x

x

1

2
2

 

Розв’язання. Так як xx 2)'1( 2  , то 
 

CxCt
t

dt
tx

x

xd

x

dxx
dx

x

x











  )1ln(ln1
1

)1(

1

)'1(

1

2 22
2

2

2

2

2
 

 

3) В інтегралі    ))(()()('))(( xdxfdxxxf   підстановку 

tx )(  можна робити уявно і інтегрувати за складною змінною )(x . В 
такому випадку метод називається підведенням під знак диференціала. 
 

ІІІ.) Метод інтегрування частинами 
 

  duvvudvu , 

де )(),( xvvxuu  . 
 
Формулу інтегрування частинами можна застосовувати декілька разів 

підряд. 
Зміст цього методу полягає в тому, що за рахунок диференціювання функції 

u  заданий інтеграл спрощується. 
 

Інтеграли, які обчислюються методом інтегрування частинами: 
 

1)   dxkxxPn sin)(  

   dxkxxPn cos)(  
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де )(xPn  – многочлен степеня n ; ak,  – дійсні числа, 0a , 1a  

 

Приклад 4. Знайти  dxxxcos  

Розв’язання. Застосуємо формулу інтегрування частинами. Зауважимо, що 
при знаходженні v  не має потреби дописувати „ C ”, так як довільна постійна 
буде додана в самому кінці розв’язання.      Отже, 
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2)   dxkxxPn arcsin)(  

   dxkxxPn arccos)(  

   dxkxxPn arctg)(  
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   dxkxxP an log)(  
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Приклад 5. Знайти  dxxln  

Розв’язання. В даному випадку многочлен 1)( xPn  
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3)   dxmxakx sin  

   dxmxakx cos  
 

 
В результаті дворазового застосування методу інтегрування частинами 

отримаємо знов заданий інтеграл. Тоді ліву і праву частину   рівності розв’язуємо 
як лінійне рівняння відносно заданого інтеграла. 

В цьому випадку не важливо який з множників беремо за u , а який за dv , 
головне при повторному застосуванні формули розподілити функції подібним 
чином, як і при першому застосуванні.  

 
3. Інтегрування дробово-раціональних функцій 

 
Дробово-раціональною функцією (або раціональним дробом) називається функція, у 
якої в чисельнику і знаменнику многочлен: 
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xQ
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де )(xPn  – многочлен степеня n ; )(xQm  – многочлен степеня m . 

 
Раціональний дріб називається правильним, якщо степінь чисельника менше 
степеня знаменника ( mn  ); в протилежному випадку ( mn  ) – неправильним. 

 
1.) Інтегрування виразів, які містять квадратний 

тричлен у знаменнику 
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dx
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Перетворимо квадратний тричлен: 
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 , знак „ ” береться залежно від того, чи буде вираз 
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додатнім або від’ємним. Тоді заданий інтеграл зводиться до табличного: 
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Приклад 6. Знайти  
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Розв’язання. 
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3.   ncbxax
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Далі використовують рекурентну формулу: 
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Аналогічно як в 2. отримаємо 
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2.)Інтегрування правильних раціональних дробів задопомогою розкладання на 

найпростіші раціональнідроби (методом невизначених коефіцієнтів) 
 

Найпростіші правильні раціональні дроби (елементарні дроби) мають вигляд 

ax

A
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nax

A

)( 
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cbxax

BAx




2
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ncbxax

BAx
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, 

 

причому cbxax 2  не розкладається на множники (тобто 042  acbD  і 
квадратний тричлен не має дійсних коренів). 

 

Правильний раціональний дріб 
)(

)(

xQ

xP

m

n  ( mn  ) можна представити у 

вигляді суми найпростіших дробів. 
Для цього спочатку треба розкласти знаменник  )(xQm  на найпростіші 

множники: 
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Тоді кожному множнику вигляду kax )(   в розкладі буде відповідати сума 

k  найпростіших дробів: 
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Кожному множнику вигляду kcbxax )( 2   в розкладі буде відповідати 

сума k  таких найпростіших дробів: 
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Тоді раціональний дріб 
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Коефіцієнти iA , iB , iC  заздалегідь не визначені і потребують 

знаходження. 
 

Приклад 7. Знайти  


dx
xxx
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)82)(2(
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Розв’язання. Квадратний тричлен у знаменнику має дійсні корені 2x  і 4x , 

а тому його можна розкласти: )4)(2(822  xxxx . 
Тоді 
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Розкладемо підінтегральний раціональний дріб на суму найпростіших 

дробів. Множнику 2)2( x  буде відповідати 2 дроби, а множнику )4( x  – один: 
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Знайдемо невизначені коефіцієнти 1A , 2A , 3A . 

В останній рівності в правій частині приведемо до спільного знаменника: 
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Так як у дробів зліва та справа знаменники рівні, то прирівняємо тільки 

чисельники: 



 
2

321 )2()4()4)(2(411  xAxAxxAx  

 
Спосіб знаходження невизначених коефіцієнтів(метод порівняння коефіцієнтів) 

Розкриємо дужки і прирівняємо коефіцієнти при однакових степенях x  
лівої і правої частини рівності: 
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1 44482411 AxAxAAxAAxAxAx   

    321321
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31 44842411 AAAxAAAxAAx   
 

при   2x  031  AA  

при   x  1142 321  AAA  

при   0x  4448 321  AAA  

З цих рівнянь отримуємо: 
3

4
1 A , 32 A , 

3

4
3 A . 

 
3.) Інтегрування неправильних раціональних дробів 

Якщо раціональний дріб неправильний, то за допомогою ділення кутом 
чисельника на знаменник (по правилу ділення многочленів)   його представляють 
у вигляді суми многочлена і правильного раціонального дробу. 

Приклад 8. Знайти  


dx
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Розв’язання. Представимо підінтегральну функцію у вигляді многочлена та 
правильного раціонального дробу: 
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4. Інтегрування тригонометричних функцій. Інтегрування деяких 
ірраціональних виразів. 

 
І. Для інтегралів виду 

dxnxmx cossin , 

dxnxmx coscos , 

dxnxmx sinsin
 

 
використовують формули 
 

    xnmxnmnxmx  sinsin
2
1

cossin ; 

    xnmxnmnxmx  coscos
2

1
coscos ; 

    xnmxnmnxmx  coscos
2

1
sinsin . 

 

Приклад 9. Знайти   xdxx 3sin5sin
 

Розв’язання. 
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ІІ. Для інтегралів виду 

 dxxm2sin , 

 dxxn2cos , 

  dxxx nm 22 cossin , 

де Nnm , , тобто степені є цілими додатними парними числами, 
використовують формули зниження степеня: 

 xx 2cos1
2
1
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 xx 2cos1
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1
cos2  . 



 

Приклад 10. Знайти  xdx4sin  

Розв’язання. Так як 224 )(sinsin xx  , то формулу зниження степеня треба 
застосувати двічі 
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ІІІ. Для інтегралів виду: використовують підстановки: 
 1)   dxxxR cos)(sin  tx sin , dtdxx cos  

 2)   dxxxR sin)(cos  tx cos , dtdxx sin  

 
3)  dxxR )tg(  tx tg , tx arctg , 

12 


t

dt
dx  

 
де )(sin xR , )(cos xR , )tg( xR  означає раціональний вираз, що 
містить тільки відповідну тригонометричну функцію.  
 

Приклад 11. Знайти  dx
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Розв’язання. За допомогою перетворень приведемо підінтегральну функцію до 
вигляду xxR sin)(cos   і зробимо відповідну підстановку: 
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ІV. Для всіх інших інтегралів виду  dxxxR )cos,(sin  

використовують універсальну тригонометричну підстановку: 
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Приклад 12. Знайти dx
x  sin1
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Розв’язання.  
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Інтегрування деяких ірраціональних виразів 

 

І. Для інтегралів виду  
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використовують підстановку 
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де k  – найменше спільне кратне знаменників дробів 
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ІІ. Для інтегралів виду 
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Лекція 9. ВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ. ЗВИЧАЙНІ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ 
РІВНЯННЯ I ПОРЯДКУ. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ ІI ПОРЯДКУ.  
 
 
 
Мета: засвоїти основні поняття визначеного інтеграла,  методів його обчислення, 
невласного інтеграла, застосування визначеного інтеграла; засвоїти поняття 
диференціального рівняння , розглянути види диференціальних рівнянь першого 
порядку, методи їх розв’язку; засвоїти поняття диференціального рівняння ІІ 
порядку , розглянути види диференціальних рівнянь ІІ порядку, методи їх 
розв’язку. 
 
 
 
План лекції:  
1. Визначений інтеграл.  
2. Методи обчислення визначеного інтеграла. 
3. Невласні інтеграли. 
4. Застосування визначеного інтеграла. 
5. Поняття диференціального рівняння. 
6. Диференціальні рівняння першого порядку. 
7. Диференціальне рівняння другого порядку. 
 
 

1. Визначений інтеграл 
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Рис. 1 

Розглянемо функцію 
)(xfy   на відрізку 

];[ ba . Розіб’ємо цей 
відрізок на n  частин, в  
кожній з яких виберемо 
точку i . 

Тоді площа деякого i -того 
сегменту (рис. 1): 
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 називають інтегральною сумою. 



Якщо існує границя інтегральної суми при умові, що довжина відрізків розбиття 
нескінченно зменшується 0 ix , а їх кількість нескінченно збільшується 

n , і ця границя не залежить ні від розбиття відрізка ];[ ba , ні від вибору 

точки i , то така границя називається визначеним інтегралом функції )(xf  на 

відрізку ];[ ba : 
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Теорема існування. Якщо функція )(xf  неперервна на відрізку ];[ ba  або 
обмежена і має скінченну кількість точок розриву на цьому відрізку, то границя 
інтегральної суми існує, тобто функція )(xf  інтегрована на відрізку ];[ ba . 

 
Геометричний зміст визначеного інтеграла 


b

a

dxxf )(  – це площа криволінійної трапеції, обмеженої кривою )(xfy  , 

віссю Ox  і прямими ax  , bx   (рис. 1). 
 

Властивості визначеного інтеграла 
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Рис. 2 

6. Якщо на відрізку  bа;   0)( xf  (рис. 3), то  
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Рис. 3 

a                           b  x

)(xfy 

y

 
Рис. 4 

7. Якщо функція )(xf  парна (рис. 5), тобто )()( xfxf  , то 
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 Якщо функція )(xf  непарна (рис. 6), тобто )()( xfxf  , то 
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8. Якщо на відрізку  bа;  )()( 21 xfxf   

(рис. 7), то  
b

а

b

а

dxxfdxxf )()( 21 . 

 

)(1 xfy 

a                        b  

y

x

)(2 xfy 

Рис. 7 
 

Оцінка визначеного інтеграла 
 

Теорема. Якщо функція )(xf  неперервна на відрізку  bа;  і m  – її найменше, а 
M  – найбільше значення на цьому відрізку, то 

)()()( abMdxxfabm
b

a

   

 
Середнє значення функції 



 
Теорема. Якщо )(xf  неперервна на відрізку  bа; , то на цьому відрізку існує 
така точка c , що буде мати місце рівність 

 
b

a

аbcfdxxf )()()(  

Середнє значення функції )(xf  на відрізку  bа;  




b

a

dxxf
аb

cf )(
)(

1
)(  

Похідна визначеного інтеграла від неперервної 
функції зі змінними межами інтегрування 

 
Якщо функції )(x  і )(x  диференційовані на відрізку ];[ ba , )(tf  неперервна 

при )()( bta    і 
)(

)(

)()(
x

x

dttfx




, то 

)('))(()('))(()( xxfxxfx    
 
 

2. Методи обчислення визначеного інтеграла 
 

Формула Ньютона-Лейбніца 
 

       aFbFxFdxxf
b

a

b

a

  

 
 

Заміна змінної у визначеному інтегралі 
 

 

 
 

     








b

a

dtttf

tbx

tax

dttdx

tx

dxxf
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Інтегрування частинами 

 

 
b

a

b

a

b

a

duvvudvu , 



де )(),( xvvxuu  . 
 
 

3. Застосування визначеного інтеграла. 
 

 
Застосування визначеного інтеграла . Обчислення площі 

1) 

 a             b    

 y  

  x  

)(xfy 

S 

 
Рис. 1 
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)(xfy 
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Рис. 2 
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Рис. 3 


d

c

dyyS )(  

4) 

)(1 xfy S

           b  

y  

 x

)(2 xfy 

  a  

 
Рис. 4 
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a                 c     b  x

)(2 xfy 
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 )(1 xfy   
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Рис. 5 
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dxxfdxxfS )()( 21  

6) Якщо функція задана параметрично 







),(

);(

tyy

txx
 де ];[ 21 ttt , то 
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1

)(')(
t

t

dttxtyS  

 
7) Якщо функція задана в полярній системі координат )(  , де 

];[ 21  , то 

S 

 1  
 2  

О 

)( 

  
 

Рис. 8 
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Обчислення довжини дуги 

 
1) В декартовій системі координат довжина лінії )(xfy  , ];[ 21 xxx  

  
2

2

2'1
x

x

dxyL  

2) Довжина лінії, заданої параметрично 







),(

);(

tyy

txx
  21; ttt   
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1

22 )'()'(
t

t

dtyxL  

3) Довжина лінії, заданої в полярній системі координат )(  , 

];[ 21   








dL  
2

1

22)'(  

Об’єм тіла обертання 
 
Розглянемо тіло обертання навколо осі Ox  криволінійної трапеції, 

обмеженої кривою )(xfy  , ];[ 21 xxx  (рис. 10). 

x1x                           2x      

)(xfy 

 y  

 
Рис. 10 

 
Площа поперечного перерізу: 

222 ))(( xfyRS   . 
Тоді об’єм тіла обертання 

 
2

1

2

1

2))(()(
x

x

x

x
Ox dxxfdxxSV   

Аналогічно знаходиться об’єм тіла 
обертання навколо осі Oy . 

Отже, об’єм тіла обертання: 
 

 
2

1

2)(
x

x
Ox dxxfV  ;   

2

1

2)(
y

y
Oy dyyV   

 
5.  Поняття диференціального рівняння 

 
Рівняння, в якому невідомим є функція )(xfy  , що входить в це  
рівняння під знаком похідної (або диференціала), називається звичайним 
диференціальним рівнянням. Тобто, звичайне диференціальне рівняння – це 
співвідношення, яке зв’язує незалежну змінну x , невідому функцію y  і її похідні 
(або диференціали): 

0),...,'',',,( )( nyyyyxF  (1) 
 
Диференціальне рівняння може явно не містити незалежну змінну x  і 

невідому функцію y , але обов’язково містить одну чи  
декілька її похідних (або диференціалів). 

 
Порядком диференціального рівняння називається найвищий порядок похідної 
(або диференціала), що входить в це рівняння. 

 
Наприклад: диференціальне рівняння  

xyyy cos'2'''   – третього порядку; 

022  dyydxx  – першого порядку; 



043
2

2


dx

dy

dx

yd
 – другого порядку. 

 
Загальним розв’язком диференціального рівняння називають функцію y , яка при 
підстановці її у диференціальне рівняння перетворює його в тотожність. 

Загальний розв’язок звичайного диференціального рівняння n -го порядку 
(1) залежить від аргументу x  та n  довільних сталих 1C , 2C ,..., nC : 

),...,,,( 21 nCCCxy   

Графічно цей розв’язок визначає сімейство інтегральних кривих. 
Загальний розв’язок диференціального рівняння (1) може бути і не 

розв’язаним відносно y , тобто в неявному вигляді: 

0),...,,,,( 21  nCCCyx , 

тоді його називають загальним інтегралом диференціального рівняння. 
 

Процес знаходження розв’язку називається інтегруванням диферен-ціального 
рівняння. 

 
Якщо в загальному розв’язку (інтегралі) диференціального рівняння замість 
довільних сталих записати деякі визначені числові значення, то одержаний 
розв’язок називають частинним розв’язком цього  
рівняння. 

Сталі 1C , 2C , ..., nC  зазвичай обирають так, щоб розв’язок 

диференціального рівняння задовольняв деяким умовам. Окремо виділяють 
наступну задачу. 

 
Задача Коші (задача з початковими умовами) 

 
Знайти такий розв’язок (частинний розв’язок) диференціального рівняння 

0),...,'',',,( )( nyyyyxF , щоб він задовольняв умовам (початковим умовам): 

00
yy xx  , '' 00

yy xx  , '''' 00
yy xx  , ..., )1(

0
)1(

0




  n
xx

n yy . 

 
Зауважимо, що який порядок диференціального рівняння, стільки і 

початкових умов. Особливістю задачі Коші є те, що значення шуканої функції y  і 

її похідних задаються при одному і тому ж значенні незалежної змінної 0xx  . 

Для знаходження частинного розв’язку задачі Коші спочатку знаходять 
загальний розв’язок, а потім в нього підставляють початкові умови і знаходять 
сталі 1C , 2C ,..., nC . Далі ці сталі підставляють в загальний розв’язок і отримують 

частинний розв’язок, що задовольняє       початковим умовам. 
 



Звичайні диференціальні рівняння першого порядку 
 

0)',,( yyxF , (2) 

де )(xfy   – шукана функція, x  – незалежна змінна. 
 

Загальний розв’язок має вигляд 
),( Cxy   

або 
0),,(  Cyx  

 

Задача Коші: знайти розв’язок рівняння (2) при початковій умові 00
yy xx   (або 

ще записують 00 )( yxy  ). 

Розв’язуючи рівняння (2), якщо це можливо, відносно похідної 'y , 
отримаємо рівняння 

),(' yxfy   (3) 
Рівняння (3) встановлює залежність між координатами точки на площині і 

кутовим коефіцієнтом дотичної до графіка розв’язку в тій же точці. Отже, 
рівняння (3) визначає деяке поле напрямків, і задача його розв’язання полягає в 
тому, щоб знайти інтегральні криві, напрямок дотичних до яких у кожній точці 
площини збігався з напрямком цього поля. 

 
Основні види диференціальних рівнянь першого порядку 

 
1. Диференціальні рівняння з відокремленими змінними 

 
Диференціальне рівняння першого порядку називається рівнянням з 
відокремлюваними змінними, якщо його можна представити у  
вигляді 

0)()()()( 2211  dyyNxMdxyNxM  (4) 
або 

)()(' 21 yfxfy   (5) 
 

Зауважимо, що за допомогою перетворень, враховуючи що 
dx

dy
y ' , 

рівняння (4) та (5) зводяться одне до одного. 
Особливістю рівнянь (4) та (5) є розділення множників так, що кожний з 

них є функцією тільки одного аргументу. 
Приклад 1. Знайти загальний розв’язок рівняння 

0)1()1( 22  ydyxdxy  



Розв’язання. Так як коефіцієнти при dx  та dy  є добутками  
функцій тільки однієї змінної, то задане рівняння – з відокремлюваними 
змінними. Зведемо його до рівняння з відокремленими змінними. Для цього 

поділимо обидві частини рівності на )1)(1( 22 yx  : 

0
11 22





 y

ydy

x

dx
 

Інтегруючи останнє рівняння (з відокремленими змінними) отримаємо: 

C
y

ydy

x

dx
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C
y

yd

x

dx 



  2

2

2 1

)1(
2
1

1
 

Тоді загальний розв’язок: 

Cyx  )1ln(
2

1
arctg 2  

 
2. Однорідні диференціальні рівняння першого порядку 

 
Диференціальне рівняння першого порядку називається однорідним, якщо його 
можна представити у вигляді 









x

y
fy' , (6) 

де права частина є функцією тільки від 
x

y
. 

В однорідному рівнянні (6) змінні не відокремлюються. Тому для 
знаходження загального розв’язку цього рівняння вводять нову змінну 

z
x

y
  

Тоді zxy  . Знайдемо похідну функції y  по змінній x : zxzy  '' . 

Замінивши 
x

y
 і 'y  в заданому однорідному рівнянні отримаємо рівняння з 

відокремлюваними змінними. 
 

Приклад 2. Знайти загальний розв’язок рівняння 
dxyxxdy )(   

Розв’язання. В цьому рівнянні змінні відокремити неможливо. Але можна 
привести до вигляду (6): 

x

yx

dx

dy 
  



x

y
y 1'  

Отже, задане рівняння – однорідне диференціальне рівняння першого 

порядку. Зробимо в останньому рівнянні заміну: z
x

y
 , zxzy  '' . Тоді 

zzxz  1'        1' xz        1x
dx

dz
 

x

dx
dz          

x

dx
dz        Cxz  ln  

Підставимо замість змінної z  її значення 
x

y
: 

Cx
x

y
 ln  

Отже, загальний розв’язок: 
Cxxxy  ln  

 
3. Лінійні диференціальні рівняння першого порядку 

 
Лінійним диференціальним рівнянням першого порядку називається рівняння, 
яке можна привести до вигляду 

)()(' xQyxPy   (7) 
Зауважимо, що y  та 'y  входять в це рівняння в першому степені. 

В загальному випадку 0)( xQ . Якщо 0)( xQ , то лінійне рівняння 
називається однорідним і є рівнянням з відокремлюваними змінними. 

Загальний розв’язок лінійного диференціального рівняння можна знайти за 
допомогою підстановки: 

vuy  , 

де )(xuu  ,  )(xvv    –  деякі функції, що мають неперервні перші похідні. 
Тоді 'y  має вигляд: 

''' vuvuy   
Підставимо y  та 'y  в рівняння (11), отримаємо 

)()('' xQvuxPvuvu   
Згрупуємо доданки в лівій частині рівності наступним чином: 

  )()('' xQvxPvuvu   
Цей метод розв’язання полягає в тому, що функцію v  визначають так, щоб 

коефіцієнт при u  в рівнянні перетворювався в нуль. Тоді останнє рівняння 
зводиться до системи: 










)('

0)('

xQvu

vxPv
 

Із цієї системи знаходять спочатку функцію v , потім u . 
Знайдемо функції v  і u  в загальному вигляді. 
З першого рівняння системи маємо: 

vxPv )('         vxP
dx

dv
)(        dxxP

v

dv
)(  

  dxxP
v

dv
)(         dxxPv )(ln         dxxPev )(  

Зауважимо, що знайдена функція v  є частинним розв’язком першого 
рівняння системи. Підставляємо v  в друге рівняння системи і знаходимо u : 

 dxxPexQu )()('        CdxexQu dxxP    )()(  

Тоді загальний розв’язок лінійного рівняння (11) можна виразити 
формулою: 

     dxxPdxxP eCdxexQy )()()(  (8) 

 
Приклад 3. Знайти загальний розв’язок рівняння 

43'2  xyyx  
Розв’язання. Звільнимо 'y  від коефіцієнту. Для цього поділимо обидві 

частини рівняння на 2x : 

2

43
'

x
y

x
y   

Отримали рівняння виду (7) – лінійне диференціальне рівняння першого 

порядку, де 
x

xP
3

)(  , 
2

4
)(

x
xQ  . Для знаходження розв’язку цього рівняння 

не будемо використовувати готову формулу, а виведемо його самі. 
Розв’язок будемо шукати у вигляді uvy  . Звідси ''' uvvuy  . 

Підставимо y  та 'y  в останнє рівняння, отримаємо 

2

43
''

x
uv

x
vuvu   

або 

2

43
''

x
v

x
vuvu 






   

Покладаючи, що вираз у дужках повинен дорівнювати 0, отримаємо 
систему 















2

4
'

0
3

'

x
vu

v
x

v
 

Розв’язуючи перше рівняння системи, враховуючи, що v  є частинним 
розв’язком, маємо 

v
x

v
3

'     v
xdx

dv 3
      dx

xv

dv 3
  

dx
xv

dv 3
       xv ln3ln       3xv   

Підставимо v  в друге рівняння системи і розв’яжемо його: 

2
3 4

'
x

xu       
5

4

xdx

du
      dx

x
du

5

4
  

 
5

4
x

dx
du      C

x
u 

4

1
  

Підставимо u  і v  у розв’язок: 

3
4

1
x

x
Cy 






   

Отже, загальний розв’язок має вигляд 

x
Cxy

13   

 
4. Диференціальні рівняння Бернуллі 

 
Рівнянням Бернуллі називається диференціальне рівняння першого порядку, яке 
можна привести до вигляду 

nyxQyxPy )()('  , (9) 
де 0n , 1n . 

 

Таке рівняння заміною nyz  1  зводиться до лінійного диферен-ціального 
рівняння виду (7): 

)()('
1

1
xQzxPz

n



 

Розв’язуючи останнє лінійне диференціальне рівняння першого порядку 

знаходимо z , а тоді з рівності nyz  1  знаходимо y . 
 

 
 



7. Диференціальне рівняння другого порядку 
 

 
0)'',',,( yyyxF  (1) 

 
Загальний розв’язок має вигляд 

),,( 21 CCxy   
 

Задача Коші: знайти розв’язок рівняння (1), що задовольняє початковим умовам 

00
yy xx  , '' 00

yy xx  . 

 
Для рівнянь другого порядку умови можуть бути задані і при різних 

значеннях аргументу. Така задача вже буде називатись крайовою. 
 

1. Диференціальні рівняння другого порядку,що допускають зниження 
порядку 

 
І. Рівняння, що містить тільки похідну другого порядку і неза-лежну змінну: 
 

)('' xfy   (2) 
 

Для знаходження розв’язку цього рівняння вводять допоміжну функцію: 
Py ' , 

де функція )(xPP  . Тоді ''' Py  . При підстановці в рівняння (2) отримуємо 
диференціальне рівняння першого порядку: 

)(' xfP         )(xf
dx

dP
        dxxfdP )(          dxxfdP )(  

  1)( CdxxfP  

Тоді 

  1)(' Cdxxfy          1)( Cdxxf
dx

dy
        dxCdxxfdy   1)(  

  21)( CdxCdxxfy     

 
ІІ. Рівняння, яке не містить в явному вигляді шукану функцію y : 

0)'',',( yyxF  (3) 
 
Для знаходження розв’язку цього рівняння, як і в попередньому випадку, 

вводять допоміжну функцію: 
Py ' , 



де функція )(xPP  . 
Тоді при підстановці ''' Py   в рівняння (3) воно зводиться до 

диференціального рівняння першого порядку відносно функції P : 
0)',,( PPxF  

Далі загальний розв’язок останнього рівняння P  треба підставити в рівність 
Py ' . Знову отримуємо диференціальне рівняння першого порядку, з якого 

знаходимо y . 
ІІІ. Рівняння, яке не містить в явному вигляді аргумент x : 

0)'',',( yyyF  (4) 
 
Для знаходження розв’язку цього рівняння вводять наступну допоміжну 

функцію: 
Zy ' , 

де функція )(yZZ  . Враховуючи, що y  залежить від x , а тому за правилом 
диференціювання складної функції ''y  має вигляд: 

Z
dy

dZ
y

dy

dZ

dx

dy

dy

dZ
y  '''  

Підставляючи 'y  і ''y  в рівняння (4) отримаємо диференціальне рівняння 
першого порядку: 

0),,( Z
dy

dZ
ZyF  

З останнього рівняння треба знайти Z , далі підставити в рівність Zy '  і 
знайти функцію y . 

 
2. Лінійні однорідні диференціальні рівняння зі сталими коефіцієнтами 

 
Так як все нижче наведене розповсюджується і на рівняння n -го порядку, 

то для спрощення пояснень розглянемо 
лінійне однорідне диференціальне рівняння зі сталими коефіцієнтами другого 
порядку: 

0''' 210  yayaya , (5) 

де 0a , 1a , 2a  – деякі дійсні числа. 

Особливістю цього рівняння є те, що шукана функція y  і всі її похідні 
входять до рівняння в першому степені (тому воно називається лінійним), справа 
в рівнянні стоїть 0 (тому воно називається однорідним). 

 
Загальний розв’язок рівняння (14) має вигляд 

)()( 2211 xyCxyCy  , (6) 

де )(1 xy , )(2 xy  – частинні розв’язки рівняння, 1C , 2C  – довільні сталі.  



 

Частинні розв’язки шукають у вигляді kxey  , де k  – деяке число, яке 
треба знайти. Якщо цю рівність підставити в (5), то отримаємо  рівняння, яке 
називають 
характеристичним рівнянням: 

021
2

0  akaka , (7) 

а його розв’язки – характеристичними показниками.  
Для знаходження загального розв’язку лінійного однорідного 
диференціального рівняння треба спочатку скласти характеристичне рівняння, 

для цього в рівнянні (7) заміняємо ''y  на 2k , 'y  на k , y  на 1. Отримаємо 

рівняння виду (7), яке розв’язуємо відносно k . В залежності від розв’язків 
характеристичного рівняння 1k , 2k  складаємо загальний розв’язок лінійного 
однорідного диференціального рівняння виду (6). Можливі наступні випадки:  
1) якщо корені характеристичного рівняння дійсні числа, не рівні між собою 

( 21 kk  ), то загальний розв’язок має вигляд 
xkxk eCeCy 21

21   
2) якщо корені характеристичного рівняння дійсні числа, рівні між собою 

( kkk  21 ), то загальний розв’язок має вигляд 

 xCCey kx
21   

3) якщо корені характеристичного рівняння комплексні спряжені числа виду 

ibak 1 , ibak 2 , де 1i , Rba , , то загальний розв’язок має 
вигляд 

 xbCxbCey xa sincos 21   
 

Приклад 2. Знайти загальний розв’язок рівняння 
03'4''  yyy  

Розв’язання. Функція y  і її похідні входять до рівняння в першому степені, 
перед ними сталі коефіцієнти, аргумент x  в явному    вигляді відсутній, права 
частина рівняння дорівнює 0. Отже, задане  рівняння є лінійним однорідним 
диференціальним рівнянням зі сталими коефіцієнтами. Складемо 
характеристичне рівняння: 

0342  kk  
Корені цього рівняння 11 k , 32 k  дійсні, не рівні між собою числа, тому 

загальний розв’язок заданого рівняння 
xx eCeCy 3

21   
 

 
 
 



 
Лекція 10. ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ ТЕОРІЇ ЙМОВІРНОСТЕЙ. ДИСКРЕТНІ 
ТА НЕПЕРЕРВНІ ВИПАДКОВІ ВЕЛИЧИНИ 
 
Мета: засвоїти основні поняття теорії ймовірностей , поняття ймовірностей, 
основні теореми теорії ймовірностей; засвоїти поняття  випадкової величини , 
числових характеристик та законів розподілу випадкових величин. 
 
 
План лекції:  
1. Поняття теорії ймовірностей. 
2. Основні поняття комбінаторики. 
3. Ймовірність події. Основні теореми теорії ймовірностей. 
4. Схема випробувань із повторюваннями. 
5. Випадкові величини. 
6. Числові характеристики випадкової величини. 
7. Закони розподілу. 
 
 

1. Поняття теорії ймовірностей 
  
Випробування – реальний або мислений експеримент, результати якого 
піддаються спостереженню.  

 
Подія – результат випробування. 

 
Неможлива подія – подія, яка в даному експерименті не може відбутись ( ).V  

 
Достовірна подія – подія, яка в результаті випробування неодмінно відбудеться 
( ).U  

 
Випадкова подія – подія, яка в результаті випробування може відбутись або не 
відбутись ( , , , ,...).A B C D  

 
Елементарні події — наслідки випадкового експерименту, з яких під час 
експерименту відбувається рівно один.  

 
Простір елементарних подій – множина можливих елементарних подій, кожною 
з яких може закінчитись випробування.  

 
Сумою подій B  і C  називається подія A така, що A B C   або A B C  , 
якщо при випробуванні відбудеться принаймні одна з цих подій B  або C . 

 



Різницею подій B  і C  називається подія A така, що A B C   
або \A B C , якщо відбудеться подія B  і не відбудеться подія C . 
Добутком подій B і C  називається подія A, така що A B C   або 
A B C  , якщо в результаті випробування відбудеться як подія B , так і подія 
C .  

 
Несумісними в даному випробуванні називаються події B  і C , якщо відповідні 
їм множини елементарних подій не містять однакових елементів. Це означає, що 
коли одна подія відбулась, друга подія відбутись не може.  

 
Повну групу подій в даному випробуванні утворюють події 1 2, ,..., nA A A , якщо 

вони несумісні і в результаті випробування неодмінно відбудеться одна з них, а 
отже їх сума є достовірною подією.  

 

Протилежними називають події A і A , якщо вони несумісні і утворюють повну 
групу подій. 

 
 

2. Основні поняття комбінаторики 
 

Різні множини, складені з будь-яких елементів, що відрізняються складом 
елементів або порядком, називаються сполуками або комбінаціями цих 
елементів.  

 
Сполуки бувають трьох видів: перестановки, розміщення, сполучення. 
 

Перестановки – це комбінації (сполуки), складені з одних і тих же n  
різноманітних елементів і відмінні лише порядком їхнього розташування. 
Кількість перестановок з n  елементів позначається та обчислюється наступним 
чином: 

! 1 2 ...nP n n     . 

 
Розміщеннями називають будь-який упорядкований набір m  елементів із 
заданих n . Тобто це вибірка m  елементів із n  з урахуванням порядку (одна 
вибірка відрізняється від іншої або самими елементами, або їхнім порядком). 
Кількість розміщень m  елементів із n  без повторення: 

!
( 1)( 2) ... ( 1)

( )!
m
n

n
A n n n n m

n m
       


. 

Кількість розміщень m  елементів із n  з повторенням: 
m m
nA n . 

 



Сполученнями називають будь-який неупорядкований набір, який містить m  
елементів із заданих n . Тобто це вибірка m  елементів із n  без урахування 
порядку (одна вибірка відрізняється від іншої тільки  самими елементами). 
Кількість сполучень m  елементів із n  без повторення: 

!

!( )!
m
n

n
C

m n m



. 

Кількість сполучень m  елементів із n  із повторенням: 

1
1 1

( 1)!

!( 1)!

n m n
m n m n m

n m
С C C

m n


   
 

  


. 

 
Часто доцільно використовувати такі властивості сполучень: 
 

1) 
m n m
n nC C  ; 3) 

0 1n
n nC C  ; 

2) 
0 1 2 ... 2 ;n n
n n n nC C C C      4) 

1
nC n . 

 
 

3.Ймовірність події. Основні теореми теорії ймовірностей 
 

 
Ймовірністю події A називається числова міра об’єктивної можливості настання 
цієї події в певному випробуванні. Позначається ймовірність як ( )P A  і дорівнює 
відношенню числа сприятливих цій події елементарних результатів випробування 
(m ) до загального числа всіх рівноможливих несумісних елементарних 
результатів, що утворюють повну групу подій (n ): 

( )
m

P A
n

 .      (1) 

 
Приклад 1. Абонент, набираючи номер телефону, забув дві останні цифри і 

набрав їх навмання, пам’ятаючи лише, що вони різні. Яка ймовірність, що набрані 
абонентом цифри правильні. 

Розв’язання. Нехай подія À полягає у тому, що набрані абонентом дві 
цифри правильні. 

Загальне число всіх можливих елементарних результатів випробування – це 
число розміщень 2 цифр із 10 існуючих (так як маємо вибірку з урахуванням 

порядку): 
2
10 10 9 90A    . 

Число сприятливих результатів випробування: 1m  . Тоді за формулою (1) 

1
( )

90
P A  . 

 



Властивості ймовірності 
 

1. Ймовірність достовірної події ( ) 1P U  . 

2. Ймовірність неможливої події ( ) 0P V  . 

3. Ймовірність будь-якої випадкової події 0 ( ) 1.P A   
 

Основні теореми теорії ймовірностей 
 

Теорема. Ймовірність появи однієї з двох несумісних подій дорівнює сумі їх 
ймовірностей: 

( ) ( ) ( )P A B P A P B   .    (2) 
 
Наслідок. Якщо події 1 2, , ..., nA A A  попарно несумісні, то ймовірність 

появи хоча б однієї з цих подій дорівнює сумі їх ймовірностей 

1 2 1 2( ... ) ( ) ( ) ... ( )n nP A A A P A P A P A       . 

 
Теорема. Сума ймовірностей подій 1 2, , ..., nA A A , що утворюють повну групу, 

дорівнює 1: 

1 2( ) ( ) ... ( ) 1nP A P A P A    . 

 
Теорема. Сума ймовірностей протилежних подій дорівнює 1: 

    1P A P A  .     (3) 

 
Випадкові події A і B  називаються залежними, якщо ймовірність появи однієї з 
них залежить від появи або непояви другої події.  
 
Ймовірність події B , яка обчислена при умові появи події A, називають умовною 
ймовірністю події B , і позначають ( )AP B . 

 
Теорема. Ймовірність сумісної появи двох випадкових подій A і B дорівнює 
добутку ймовірностей однієї з них на умовну ймовірність другої, розрахованої в 
припущенні, що перша подія вже відбулась: 

         A AP A B P A P B P B P A     .   (4) 

Наслідок. Якщо події 1 2, ,..., nA A A  попарно залежні, то ймовірність їх 

сумісної появи знаходиться за формулою:  

1 1 2 1 2 11 2 1 2 3 ...( ... ) ( ) ( ) ( ) ... ( )
nn A A A A A A nP A A A P A P A P A P A


        . 

 



Події A і B  називаються незалежними, якщо поява однієї не змінює 
ймовірність появи другої, тобто 

       ,A BP B P B P A P A  . 

Теорема. Якщо події A і B  незалежні, то  

     P A B P A P B   .    (5) 

 
Наслідок. У випадку скінченної кількості незалежних у сукупності подій 

формула множення ймовірностей приймає вигляд: 

1 2 1 2 3( ... ) ( ) ( ) ( ) ... ( )n nP A A A P A P A P A P A        . 

 
Дві події називаються сумісними, якщо поява однієї з них не виключає появу 
другої в одному і тому ж випробуванні. 
 
Теорема. Ймовірність появи хоча б однієї з двох сумісних подій дорівнює сумі 
ймовірностей цих подій без ймовірності їх сумісної появи: 

       P A B P A P B P A B     .   (6) 

 
Теорема. Ймовірність появи хоча б однієї із незалежних подій 1 2, ,..., nA A A  

знаходиться за формулою: 

1 2( ) 1 ( ... )nP A P A A A     .   (7) 

 
Теорема. Нехай подія A може настати при умові настання однієї з несумісних 
подій 1 2, ,..., nB B B , що утворюють повну групу. Тоді ймовірність події A 

знаходиться за формулою повної ймовірності: 
 

1 21 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )
nB B n BP A P B P A P B P A P B P A       .    (8) 

Події  1,iB i n  називаються гіпотезами. 

 
Теорема. Умовна ймовірність гіпотези знаходиться за формулою Байеса: 

 
   

 
ii B

A i

P B P A
P B

P A
      (9) 

   
           

1 21 2

.
...

i

n

i B

B B n B

P B P A

P B P A P B P A P B P A


  
 

 
 



Приклад 2. Деталі, виготовлені цехом заводу, попадають для перевірки їх 
стандартності до одного із двох контролерів. Ймовірність того, що деталь попаде 
до першого контролера, дорівнює 0,6, а до другого – 0,4. Ймовірність того, що 
придатна деталь буде визнана стандартною першим контролером, дорівнює 0,94, 
а другим – 0,98. Придатна деталь при перевірці визнана стандартною. Знайти 
ймовірність того, що деталь перевіряв перший контролер. 

Розв’язання. Виділимо такі події: 
A – придатна деталь признана стандартною; 
гіпотези: 1B − деталь перевіряв перший контролер; 

                 2B − деталь перевіряв другий контролер. 

За умовою задачі 1( ) 0,6P B  ; 2( ) 0,4P B  . 

За формулою повної ймовірності (8): 

1 21 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )B BP A P B P A P B P A      

0,6 0,94 0,4 0,98 0,956.      
За формулою Байеса (9): 

11
1

( ) ( ) 0,6 0,94
( ) 0,59.

( ) 0,956
B

A

P B P A
P B

P A

 
    

 
4. Схема випробувань із повторюваннями 

 
Якщо усі n  випробувань проводити в однакових умовах і ймовірність появи події 
A в усіх випробуваннях однакова і дорівнює p , та не залежить від появи або не 

появи A в інших випробуваннях, то таку послідовність незалежних випробувань 
називають схемою Бернуллі. 
Ймовірність ( )nP m  того, що в n  незалежних випробуваннях подія A з'явиться 

m  раз, виражається формулою Бернуллі: 

( ) m m n m
n nP m C p q  ,     (10) 

де 1 ( ), 0,1,2,..., .q p P A m n     

 
Число m  появи події A у n  повторних незалежних випробуваннях 

називається частотою. 
Формулу (10) доцільно застосовувати, якщо 10.n   
 

Частота 0m  настання події у n  незалежних випробуваннях називається 

найймовірнішою кількістю (появи цієї події), якщо їй відповідає найбільша 
ймовірність. Вона визначається за формулою: 

0np q m np p    .    (11) 

Розподіл може мати одне або два найймовірніших числа. 



 
Зауваження. Якщо ймовірність появи події A в кожному випробуванні 

дорівнює p , то кількість випробувань n , які необхідно здійснити, щоб з 

ймовірністю P  можна було стверджувати, що подія A з’явиться хоча б один раз, 
знаходять за формулою 

ln(1 )

ln(1 )

P
n

p





. 

 
Локальна теорема Муавра-Лапласа. Ймовірність того, що в n  незалежних 
випробуваннях, подія A відбудеться m  раз, подається такою наближеною 
формулою: 

1
( ) ( )nP m x

npq
  ;     (12) 

2

21
( )

2

x

x e



 ;  

m np
x

npq


 . 

 
Локальна теорема Лапласа дає змогу обчислювати ймовірність із 

задовільною точністю ( )nP m , якщо 10n   і 0,1p  . 

 
Формула Пуассона. Якщо в кожному з n  незалежних повторних випробувань 

( )P A p  і 0 0,1p  , а n  велике, то  

( )
!

m

nP m e
m

  ,  np  .   (13) 

 
Зауваження. Користуючись таблицями значень функції ( )x , слід 

пам'ятати, що функція ( )x - парна, тобто ( ) ( )x x   , та коли 

4,    ( ) 0x x   з точністю до 0,0001. Таблиця функції ( )x  для додатних 
значень x  наведена в додатку 1. 

 
Інтегральна теорема Муавра-Лапласа. Ймовірність того, що подія A 
відбудеться від 1m  до 2m  раз при проведенні n  незалежних випробувань, у 

кожному з яких подія A відбувається з ймовірністю p , визначається формулою 

1 2 2 1( , ) ( ) ( )nP m m x x   ,    (14) 



де 

2

2

0

1
( )

2

tx

x e dt



    − функція Лапласа; 

1
1

m np
x

npq


  , 2

2
m np

x
npq


 . 

 
Зауваження. Слід враховувати, що функція ( )x  − непарна, тобто 

( ) ( )x x     і, якщо 4,    ( ) 0,5x x    з точністю до 0,0001. Таблиця 

функції ( )x  для додатних значень x  наведена в додатку 2. 
 

З інтегральної теореми Муавра-Лапласа одержується наближена рівність 
обчислення відхилення відносної частоти від ймовірності. 

 
Ймовірність того, що при проведенні n  незалежних випробувань відхилення 
відносної частоти події A від її ймовірності за модулем не перевищить  , 
визначається за формулою: 

m n
P P

n pq
 

  
     

   
.    (15) 

 
Приклад 3. Прилад складено з 10 блоків. Надійність кожного з них 

становить 0,8. Блоки можуть виходити з ладу незалежно один від одного. Знайти 
ймовірність  того, що:  

а) відмовлять два блоки; 
б) відмовить хоча б один блок; 
в) відмовить не менше двох блоків. 
 
Розв’язання. Вихід з ладу блоків є послідовністю випробувань Бернуллі. 

Нехай подія A − відмова блока, тоді за умовою задачі 0,8q  , 

1 1 0,8 0,2p q     , 10n  , значення m  коливається від 2 до 10, тому 
можна скористатися формулою Бернуллі (11.10): 

 

а) 2 :m   
2 2 8

10 10(2) (0,2) (0,8) 0,202P C    ; 

б) 1:m   
10

10 10( 1) 1 (0) 1 0,8 0,8926P m P      ; 

в) 2 :m    10 10 10( 2) 1 (0) (1)P m P P      

 10 1 1 9
101 (0,8) (0,2) (0,8) 0,6244.C       

 



Додатки 
Додаток 1 

 

Таблиця значень функції  
2 /21

( )
2

xx e


  

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
0,0 0,3989 0,3989 0,3989 0,3988 0,3986 0,3984 0,3982 0,3980 0,3977 0,3973
0,1 0,3970 0,3965 0,3961 0,3956 0,3951 0,3945 0,3939 0,3932 0,3925 0,3918
0,2 0,3910 0,3902 0,3894 0,3885 0,3876 0,3867 0,3857 0,3847 0,3836 0,3825
0,3 0,3814 0,3802 0,3790 0,3778 0,3765 0,3752 0,3739 0,3726 0,3712 0,3697
0,4 0,3683 0,3668 0,3652 0,2637 0,3621 0,3605 0,3589 0,3572 0,3555 0,3538
0,5 0,3521 0,3503 0,3485 0,3467 0,3448 0,3429 0,3410 0,3391 0,3372 0,3352
0,6 0,3332 0,3312 0,3292 0,3271 0,3251 0,3230 0,3209 0,3187 0,3166 0,3144
0,7 0,3123 0,3101 0,3079 0,3056 0,3034 0,3011 0,2989 0,2966 0,2943 0,2920
0,8 0,2897 0,2874 0,2850 0,2827 0,2803 0,2780 0,2756 0,2732 0,2709 0,2685
0,9 0,2661 0,2637 0,2613 0,2589 0,2565 0,2541 0,2516 0,2492 0,2468 0,2444
1,0 0,2420 0,2396 0,2371 0,2347 0,2323 0,2299 0,2275 0,2251 0,2227 0,2203
1,1 0,2179 0,2155 0,2131 0,2107 0,2083 0,2059 0,2036 0,2012 0,1989 0,1965
1,2 0,1942 0,1919 0,1895 0,1872 0,1849 0,1826 0,1804 0,1781 0,1758 0,1736
1,3 0,1714 0,1691 0,1669 0,1647 0,1626 0,1604 0,1582 0,1561 0,1539 0,1518
1,4 0,1497 0,1476 0,1456 0,1435 0,1415 0,1394 0,1374 0,1354 0,1334 0,1315
1,5 0,1295 0,1276 0,1257 0,1238 0,1219 0,1200 0,1182 0,1163 0,1145 0,1127
1,6 0,1109 0,1092 0,1074 0,1057 0,1040 0,1023 0,1006 0,0989 0,0973 0,0957
1,7 0,0940 0,0925 0,0909 0,0893 0,0878 0,0863 0,0848 0,0833 0,0818 0,0804
1,8 0,0790 0,0775 0,0761 0,0748 0,0734 0,0721 0,0707 0,0694 0,0681 0,0669
1,9 0,0656 0,0644 0,0632 0,0620 0,0608 0,0596 0,0584 0,0573 0,0562 0,0551
2,0 0,0540 0,0529 0,0519 0,0508 0,0498 0,0488 0,0478 0,0468 0,0459 0,0449
2,1 0,0440 0,0431 0,0422 0,0413 0,0404 0,0396 0,0387 0,0379 0,0371 0,0363
2,2 0,0355 0,0347 0,0339 0,0332 0,0325 0,0317 0,0310 0,0303 0,0297 0,0290
2,3 0,0283 0,0277 0,0270 0,0264 0,0258 0,0252 0,0246 0,0241 0,0235 0,0229
2,4 0,0224 0,0219 0,0213 0,0208 0,0203 0,0198 0,0194 0,0189 0,0184 0,0180
2,5 0,0175 0,0171 0,0167 0,0163 0,0158 0,0154 0,0151 0,0147 0,0143 0,0139
2,6 0,0136 0,0132 0,0129 0,0126 0,0122 0,0119 0,0116 0,0113 0,0110 0,0107
2,7 0,0104 0,0101 0,0099 0,0096 0,0093 0,0091 0,0088 0,0086 0,0084 0,0081
2,8 0,0079 0,0077 0,0075 0,0073 0,0071 0,0069 0,0067 0,0065 0,0063 0,0061
2,9 0,0060 0,0058 0,0056 0,0055 0,0053 0,0051 0,0050 0,0048 0,0047 0,0046
3,0 0,0044 0,0043 0,0042 0,0040 0,0039 0,0038 0,0037 0,0036 0,0035 0,0034
3,1 0,0033 0,0032 0,0031 0,0030 0,0029 0,0028 0,0027 0,0026 0,0025 0,0025
3,2 0,0024 0,0023 0,0022 0,0022 0,0021 0,0020 0,0020 0,0019 0,0018 0,0018
3,3 0,0017 0,0017 0,0016 0,0016 0,0015 0,0015 0,0014 0,0014 0,0013 0,0013
3,4 0,0012 0,0012 0,0012 0,0011 0,0011 0,0010 0,0010 0,0010 0,0009 0,0009
3,5 0,0009 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008 0,0007 0,0007 0,0007 0,0007 0,0006
3,6 0,0006 0,0006 0,0006 0,0005 0,0005 0,0005 0,0005 0,0005 0,0005 0,0004
3,7 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003
3,8 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002
3,9 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0001 0,0001

 
 
 



Додаток 2 

Таблиця значень функції  
2 /2

0

1
Ф( )   

2

x
zx e d z


   

х Ф(х) х Ф(х) х Ф(х) х Ф(х) 
0,00 0,0000 0,65 0,2422 1,30 0,4032 1,95 0,4744 
0,01 0,0040 0,66 0,2454 1,31 0,4049 1,96 0,4750 
0,02 0,0080 0,67 0,2486 1,32 0,4066 1,97 0,4756 
0,03 0,0120 0,68 0,2517 1,33 0,4082 1,98 0,4761 
0,04 0,0160 0,69 0,2549 1,34 0,4099 1,99 0,4767 
0,05 0,0199 0,70 0,2580 1,35 0,4115 2,00 0,4772 
0,06 0,0239 0,71 0,2611 1,36 0,4131 2,02 0,4783 
0,07 0,0279 0,72 0,2642 1,37 0,4147 2,04 0,4793 
0,08 0,0319 0,73 0,2673 1,38 0,4162 2,06 0,4803 
0,09 0,0359 0,74 0,2703 1,39 0,4177 2,08 0,4812 
0,10 0,0398 0,75 0,2734 1,40 0,4192 2,10 0,4821 
0,11 0,0438 0,76 0,2764 1,41 0,4207 2,12 0,4830 
0,12 0,0478 0,77 0,2794 1,42 0,4222 2,14 0,4838 
0,13 0,0517 0,78 0,2823 1,43 0,4236 2,16 0,4846 
0,14 0,0557 0,79 0,2852 1,44 0,4251 2,18 0,4854 
0,15 0,0596 0,80 0,2881 1,45 0,4265 2,20 0,4861 
0,16 0,0636 0,81 0,2910 1,46 0,4279 2,22 0,4868 
0,17 0,0675 0,82 0,2939 1,47 0,4292 2,24 0,4875 
0,18 0,0714 0,83 0,2967 1,48 0,4306 2,26 0,4881 
0,19 0,0753 0,84 0,2995 1,49 0,4319 2,28 0,4887 
0,20 0,0793 0,85 0,3023 1,50 0,4332 2,30 0,4893 
0,21 0,0832 0,86 0,3051 1,51 0,4345 2,32 0,4898 
0,22 0,0871 0,87 0,3078 1,52 0,4357 2,34 0,4904 
0,23 0,0910 0,88 0,3106 1,53 0,4370 2,36 0,4909 
0,24 0,0948 0,89 0,3133 1,54 0,4382 2,38 0,4913 
0,25 0,0987 0,90 0,3159 1,55 0,4394 2,40 0,4918 
0,26 0,1026 0,91 0,3186 1,56 0,4406 2,42 0,4922 
0,27 0,1064 0,92 0,3212 1,57 0,4418 2,44 0,4927 
0,28 0,1103 0,93 0,3238 1,58 0,4429 2,46 0,4931 
0,29 0,1141 0,94 0,3264 1,59 0,4441 2,48 0,4934 
0,30 0,1179 0,95 0,3289 1,60 0,4452 2,50 0,4938 
0,31 0,1217 0,96 0,3315 1,61 0,4463 2,52 0,4941 
0,32 0,1255 0,97 0,3340 1,62 0,4474 2,54 0,4945 
0,33 0,1293 0,98 0,3365 1,63 0,4484 2,56 0,4948 
0,34 0,1331 0,99 0,3389 1,64 0,4495 2,58 0,4951 
0,35 0,1368 1,00 0,3413 1,65 0,4505 2,60 0,4953 
0,36 0,1406 1,01 0,3438 1,66 0,4515 2,62 0,4956 
0,37 0,1443 1,02 0,3461 1,67 0,4525 2,64 0,4959 
0,38 0,1480 1,03 0,3485 1,68 0,4535 2,66 0,4961 
0,39 0,1517 1,04 0,3508 1,69 0,4545 2,68 0,4963 
0,40 0,1554 1,05 0,3531 1,70 0,4554 2,70 0,4965 
0,41 0,1591 1,06 0,3554 1,71 0,4564 2,72 0,4967 
0,42 0,1628 1,07 0,3577 1,72 0,4573 2,74 0,4969 
0,43 0,1664 1,08 0,3599 1,73 0,4582 2,76 0,4971 

 



Продовження додатку 2 
 

0,44 0,1700 1,09 0,3621 1,74 0,4591 2,78 0,4973 
0,45 0,1736 1,10 0,3643 1,75 0,4599 2,80 0,4974 
0,46 0,1772 1,11 0,3665 1,76 0,4608 2,82 0,4976 
0,47 0,1808 1,12 0,3686 1,77 0,4616 2,84 0,4977 
0,48 0,1844 1,13 0,3708 1,78 0,4625 2,86 0,4979 
0,49 0,1879 1,14 0,3729 1,79 0,4633 2,88 0,4980 
0,50 0,1915 1,15 0,3749 1,80 0,4641 2,90 0,4981 
0,51 0,1950 1,16 0,3770 1,81 0,4649 2,92 0,4982 
0,52 0,1985 1,17 0,3790 1,82 0,4656 2,94 0,4984 
0,53 0,2019 1,18 0,3810 1,83 0,4664 2,96 0,4985 
0,54 0,2054 1,19 0,3830 1,84 0,4671 2,98 0,4986 
0,55 0,2088 1,20 0,3849 1,85 0,4678 3,00 0,49865 
0,56 0,2123 1,21 0,3869 1,86 0,4686 3,20 0,49931 
0,57 0,2157 1,22 0,3883 1,87 0,4693 3,40 0,49966 
0,58 0,2190 1,23 0,3907 1,88 0,4699 3,60 0,499841 
0,59 0,2224 1,24 0,3925 1,89 0,4706 3,80 0,499928 
0,60 0,2257 1,25 0,3944 1,90 0,4713 4,00 0,499968 
0,61 0,2291 1,26 0,3962 1,91 0,4719 4,50 0,499997 
0,62 0,2324 1,27 0,3980 1,92 0,4726 5,00 0,499997 
0,63 0,2357 1,28 0,3997 1,93 0,4732   0,5 
0,64 0,2389 1,29 0,4015 1,94 0,4738   

 
5.Випадкові величини 

 
Випадкова величина – величина, яка внаслідок випробування може приймати 
лише одне числове значення, заздалегідь невідоме і обумовлене випадковими 
причинами.  

 
Випадкові величини доцільно позначати великими літерами , , ,...X Y Z  , а 

їх можливі значення малими літерами: 

1 2: , ,..., nX x x x ;      1 2: , ,..., nZ z z z . 

 
Випадкові величини бувають дискретними і неперервними 
 

Дискретною випадковою величиною називається випадкова величина, що 
приймає окремі значення з певними ймовірностями. Число можливих значень 
дискретної випадкової величини можна перенумерувати. 

 
Неперервною називають випадкову величину, яка може приймати всі значення із 
певного скінченого або нескінченного проміжку. 

 
Функцією розподілу називають функцію, яка описує ймовірність того, що 
випадкова величина X  прийме значення, менше за x : 

 



( ) ( ).F x P X x       (1) 
 
Функція розподілу – неспадна, неперервна зліва; lim ( ) 0

x
F x


  

lim ( ) 1
x

F x


 . Для довільних   і    

( ) ( ) ( ).P X F F        
 
 

Щільність ймовірностей неперервної випадкової величини називають похідну 
першого порядку від функції розподілу і позначають: 

 
( ) ( ).f x F x       (2) 

( )f x  – невід’ємна функція, для якої 

( ) 1;f x dx




   ( ) ( ) ;P x f x dx




      ( ) ( ) .
x

F x f t dt


   

 
 

6.Числові характеристики випадкової величини 
 

Математичне сподівання 
 

Математичне сподівання характеризує середнє значення випадкової величини і 
визначається за формулами: 
для дискретної випадкової величини  

1

( )
n

i i
i

M X x p


  ;        (3) 

для неперервної на  ;a b  випадкової величини  

( ) ( ) ,
b

a

M X xf x dx         (4) 

де  M X  – оператор математичного сподівання.  

 
Фізичний зміст: математичне сподівання – середнє значення випадкової 

величини, тобто значення, яке може бути використано замість випадкової 

величини в наближених обчисленнях або оцінках. 

 



Властивості математичного сподівання 
 

1. ( ) ,M C C  C  – стала; 

2. ( ) ( )M CX CM X ; 

3. ( ) ( ) ( )M X Y M X M Y   ; 

4. ( ) ( ) ( )M X Y M X M Y   . 

 
Дисперсія 

 
Дисперсія випадкової величини характеризує ступінь розсіювання значень 
випадкової величини відносно її математичного сподівання і  
дорівнює математичному сподіванню квадрата відхилення випадкової величини 
X  від її математичного сподівання: 

2( ) ( ( ))D X M X M X  . 
Дисперсія дискретної випадкової величини знаходиться за формулою:  

2

1

( ) ( ( ))
n

i i
i

D X x M X p


  ;   (5) 

дисперсія неперервної випадкової величини обчислюється за формулою:  

2( ) ( ( )) ( )D X x M X f x dx




  .  (6) 

 
Основні властивості дисперсії 

 
1. ( ) 0D C  ; 

2. 
2( ) ( )D CX C D X ; 

3. ( ) ( ) ( )D X Y D X D Y   ; 

4. 
2 2( ) ( ) ( ( ))D X M X M X  . 

 
Дисперсію доцільно знаходити за властивістю (4). Причому для дискретних 
випадкових величин: 

2 2

1

( )
n

i i
i

M X x p


 ;    (7) 

для неперервних випадкових величин:  

2 2( ) ( )M X x f x dx




  .   (8) 

 



Для оцінки розсіяння можливих значень випадкової величини навколо її 
середнього значення крім дисперсії , можуть використовуватися інші 
характеристики. До їх числа відносять середнє квадратичне відхилення. 

 
Середнє квадратичне відхилення дискретної величини X  називають квадратний 
корінь з дисперсії: 

   X D X  .     (9) 

 
Середнє квадратичне відхилення неперервної величини визначається за 

формулою (9). 
 

7. Закон розподілу 
 

Закони розподілу дискретних випадкових величин 
 

№ 

 
Закон розподілу X  та його 

математичний запис 
 

( )M X ( )D X  

1. Біноміальний 

( ) m m n m
nP X m C p q   , 0,1,2,...,m n

 

np  npq  

2. 
 

Пуассона 

 ( )
!

m
aa

P X m e
m

  , 0a  . 

 

a  a  

3. Геометричний 

 
1( ) mP X m pq   , 1,2,...m  . 

 

1

p
 2

q

p
 

4. Гіпергеометричний 

 ( )
m n m
k N k

n
N

C C
P X m

C


  ,  

0,1,2,...,m n , k n . 
 

 

kn

N
 

 

2

( )

1

nk n k N n

NN

 




 
 

Закони розподілу неперервних випадкових величин 
 



Величина X  розподілена рівномірно на проміжку ( ; )a b , якщо усі її можливі 

значення належать цьому проміжку і щільність її ймовірностей на цьому 
проміжку постійна, тобто 

1
, ( ; ),

( )
0, ( ; ).

c x a b
f x b a

x a b

   
 

    (10) 

 
Випадкова величина, розподілена рівномірно, має такі числові 

характеристики: 

( )
2

b a
M X


 ;      

2( )
( )

12

b a
D X


 ; 

 

( )P X
b a

   
  


. 

 
Випадкову величину називають розподіленою за показниковим законом, якщо 
щільність її ймовірностей має вигляд  

, 0,
( )

0, 0.

xe x
f x

x

  
 


   (11) 

 
Випадкова величина, розподілена за показниковим законом, має такі 

числові характеристики: 

1
( )M X


 ;   

2

1
( )D X


 ; 

 

( )P X e e        . 
 

Нормальний закон розподілу задається щільністю 
2

2
( )

21
( )

2

x a

f x e 

 




 .    (12) 

 
Параметри a  і  , що входять до виразу щільності розподілу, є відповідно 

математичним сподіванням та середнім квадратичним відхиленням випадкової 
величини.  

Функція розподілу нормально розподіленої випадкової величини має 
вигляд 



2

2
( )

21
( )

2

t ax

F x e dt

 






  .   (13) 

 
 

Для обчислення ймовірності потрапляння випадкової величини, 
розподіленої нормально, у проміжок ( ; )   використовують функцію Лапласа: 

2

2

0

1
( )

2

tx

x e dt



   ;    (14) 

 
 

( )P X
    
 
           

   
.  (15) 

 
Для визначення відхилення нормально розподіленої випадкової величини 

X  за абсолютною величиною менше заданого додатного числа   
використовується формула: 

  2P X a


     
 

.    (16) 

 
 
 

Лекція 11. ЕЛЕМЕНТИ МАТЕМАТИЧНОЇ СТАТИСТИКИ. СТАТИСТИЧНІ ОЦІНКИ 
ПАРАМЕТРІВ ГЕНЕРАЛЬНОЇ СУКУПНОСТИ. 

 
Мета: засвоїти основні поняття статистичної вибірки, числових характеристик 
статистичного розподілу  вибірки; ознайомити з точковими та інтервальними 
статистичними оцінками параметрів; Дати поняття довірчого інтервалу для 
математичного сподівання при відомому   та довірчого інтервалу для оцінки 
середнього квадратичного відхилення. 
 
 
План лекції:  
1. Основні поняття. 
2. Графічне подання вибіркових даних. 
3. Чисельні характеристики статистичного розподілу вибірки. 
4. Статистичні оцінки параметрів розподілу. 
5. Точкові оцінки числових характеристик. 
6. Метод моментів обчислення точкової оцінки параметрів розподілу 



7. Оцінка одного параметра. 
8. Оцінка двох параметрів. 
9. Інтервальні оцінки. Надійна ймовірність. Надійні інтервали. 

 
 

1. Основні поняття 
 

Математична статистика – розділ математики, який займається розробкою 
методів збору та обробки експериментальних даних для одержання наукових та 
практичних висновків. 

 
Теорія ймовірностей є теоретичною основою математичної статистики. 
 

Генеральна сукупність – множина однотипних об’єктів, кількісна чи якісна 
ознака яких підлягає вивченню.  

 
Вибірка (вибіркова сукупність) – підмножина об’єктів, одібраних у відповідний 
спосіб із генеральної сукупності. 

 
При формуванні вибірки використовують наступні види відбору: 
- індивідуальний, при якому у вибіркову сукупність вибирають по одній 

одиниці з генеральної сукупності; 
- груповий або серійний, при якому вибирається група (серія) одиниць; 
- комбінований, тобто сполучення перших двох видів відбору. 
 
Розрізняють чотири основних способи формування вибірки: 
1) випадковий відбір (повторний чи безповторний), при якому вибірка 

формується виключно випадково;  
2) механічний (систематичний) відбір, при якому у вибірку попадають 

одиниці з певними порядковими номерами (цей спосіб відбору є без повторним); 
3) типовий відбір передбачає, що генеральна сукупність поділяється на 

однорідні групи і з кожної групи випадковим або механічним способом 
формується вибірка (типовий відбір може бути повторним і без повторним). 

 
Нехай із генеральної сукупності добута вибірка, причому об’єкт 1x  

спостерігався 1n  разів, 2 2x n  разів, k kx n  разів і 
1

k

i
i

n n


  – об’єм вибірки.  

 
Спостережувані значення ix  називають варіантами, а послідовність варіант, 

записаних у зростаючому порядку, – варіаційним рядом; кількість спостережень 

in  називають частотами, а їх відношення до об’єму вибірки – відносними 

частотами: 



i
i

n
w

n
 .      (1) 

 
Дискретним статистичним розподілом вибірки називається відповідність між 
варіантами та їх частотами або відносними частотами. 
 

ix  1x  2x  … 
kx  

in  1n  2n  … 
kn  

 

1

k

i
i

n n


 . 

 

ix  1x  2x  … 
kx  

iw  1w  2w  … 
kw  

 

1

1
k

i
i

w


 . 

 
Інтервальним статистичним розподілом вибірки називають відповідність між 
проміжками варіаційного ряду та їх частотами або відносними частотами. 
 

 1,i iz z   0 1,z z  1 2,z z …  1,m mz z  

in  1n  2n  … 
mn  

 

1

m

i
i

n n


 . 

 

 1,i iz z   0 1,z z  1 2,z z …  1,m mz z  

iw  1w  2w  … 
mw  

 

1

1
m

i
i

w


 . 



Емпіричною функцією розподілу називають функцію
*( )F x , яка визначає для 

кожного значення x  відносну частоту події X x  ( X  – деяка кількісна ознака 
досліджувального явища): 

*( ) xn
F x

n
 , 

де xn  – число варіант, менших за x . 

 
Властивості емпіричної функції: 

1) значення емпіричної функції належить відрізку  0;1 ; 

2) 
*( )F x  – неспадна функція; 

3) якщо 1x  – найменша варіанта, а kx – найбільша, то 
*( ) 0F x   при 1x x  

і 
*( ) 1F x   при kx x . 

 
Функцію розподілу ( )F x  генеральної сукупності називають теоретичною 
функцією розподілу.  

Зауважимо, що ( )F x  визначає ймовірність події X x , а 
*( )F x  

визначає відносну частоту цієї ж події. 
Якщо вихідні статистичні дані згруповані в дискретний варіаційний ряд, то 

емпірична функція розподілу має вигляд: 

1

1
1 2

* 1 2
2 3

.

0, ;

, ;

( ) , ;

.........

1, k

x x

n
x x x

n
n n

F x x x x
n

x x



  

   


 


 

2. Графічне подання вибіркових даних 
 
Усі статистичні розподіли можуть бути представлені графічно. Завдяки 

цьому можна побачити характерні зміни ряду розподілу, не користуючись 
аналізом цифрових даних. 

 



Полігоном частот називають ламану, відрізки якої з’єднують точки  ;i ix n , 

1, 2,...,i k  координатної площини.  

 
Полігоном відносних частот називають ламану, відрізки якої з’єднують точки 
( ; )i ix w , 1, 2,...,i k . 

 
Гістограмою частот називається східчаста фігура, яка складається з 

прямокутників, основами яких є частинні проміжки 1 1,jz z , 1, 2,...,j m , 

а їх висота 
1

j
j

j j

n
n

z z 



. Площа кожного такого прямокутника дорівнює in . 

Гістограмою відносних частот називається східчаста фігура, яка складається з 

прямокутників, основами яких є частинні проміжки 1 1,jz z  , а їх висотами  

1

j
j

j j

w
n

z z 



. 

 
3. Чисельні характеристики статистичного розподілу вибірки 

 

Генеральною середньою Гx  називається середнє арифметичне значень варіант  

ix  генеральної сукупності: 

1

1 N

Г i
i

x x
N 

  ,     (2) 

якщо варіанти , 1,ix i N  мають відповідні частоти 1 2, ,..., kN N N , причому 

1 2 ... kN N N N    , то 

1

1 k

Г i i
i

x x N
N 

  ,    (3) 

де N  – об’єм генеральної сукупності. 
Вибірковою середньою x  статистичного розподілу вибірки називається середнє 

арифметичне значення її варіант  , 1,ix i n  з урахуванням їх частот 

( 1 2, ,..., kn n n , причому 1 2 ... kn n n n    ), тобто 

1

1 n

i
i

x x
n 

  ,   (4) 



1

1 k

i i
i

x x n
n 

  .     (5) 

 
Генеральною дисперсією ГD  називають середнє арифметичне квадратів 

відхилення варіант генеральної сукупності ix  від генеральної середньої Гx , 

тобто 

2

1

1
( ) ( )

k

Г i Г
i

D x x x
N 

   ,    (6) 

якщо варіанти мають відповідні частоти, то 

2

1

1
( ) ( )

k

Г i i Г
i

D x N x x
N 

  .    (7) 

 
 

Генеральне середнє квадратичне відхилення: 

( )Г ГD x  .   (8) 

 
Вибірковою дисперсією статистичного розподілу вибірки називають середнє 
арифметичне значення квадратів відхилень його варіант ix  від вибіркового 

середнього x , тобто  

2

1

1
( ) ( )

k

i i
i

D x x x n
n 

  .    (9) 

 
Для обчислення генеральної чи вибіркової дисперсії зручніше 

використовувати формулу  
2 2( ) ( )D x x x  ,    (10) 

де 
2 2

1

1 k

i i
i

x x n
n 

  . 

 
Вибіркове середнє квадратичне відхилення: 

( )D x  .   (11) 

 
Якщо варіанти статистичного розподілу рівновіддалені, розрахунки 

числових характеристик можна спростити, користуючись умовними варіантами 



k
k

x C
u

h


 , 

1

1 k

i i
i

u u n
n 

  , 

x u h C   , 
2 2( ) ( )D u u u  ,   (12) 

2( ) ( )D x D u h  , 

де h  – різниця між будь-якими двома сусідніми варіантами;  
C  ─ умовний нуль (значення варіанти вибірки з найбільшою частотою) 
 

4. Статистичні оцінки параметрів розподілу 

Нехай потрібно вивчити кількісну ознаку генеральної сукупності. 

Припустимо, що з теоретичних міркувань ми допускаємо певний вид розподілу 

ознаки, наприклад розподіл Пуассона. Цей розподіл визначається параметром  , 

який треба оцінити, виходячи з даних вибірки nxxx ,...,, 21 . 

Розглядаючи значення nxxx ,...,, 21  як незалежні випадкові величини 

nXXX ,...,, 21 , приходимо до висновку, що знайти статистичну оцінку невідомого 

параметра розподілу означає знайти функцію від випадкових величин, яка й буде 

наближеним значенням параметра. 

Нехай  θ – невідомий параметр теоретичного розподілу. Задача оцінювання 

параметра полягає в побудові наближеної формули  

 

θ θ*  nXXX ,..., 21  (1) 

 

де функція θ*  nXXX ,..., 21  – теж є випадковою величиною, закон розподілу якої 

залежить як від закону розподілу випадкових величин nXXX ,...,, 21 , так і від 

кількості дослідів. 

Означення 1  



Значення функції θ*  nXXX ,..., 21  в наближеній рівності (1) називається 

оцінкою параметра θ.   

Означення 2 

Незміщеною називається оцінка, математичне сподівання якої дорівнює 

оцінюваному параметру 

   *M  (2) 

 

Означення 3 

Оцінка θ* називається спроможною, якщо вона збігається за ймовірністю 

до оцінюваного параметра θ, тобто 

 

  1*lim 


P
n

, 0 . (3) 

 

Для того, щоб оцінка θ* мала практичну цінність, вона повинна мати такі 

властивості як незміщенність та спроможність (обґрунтованість.) 

Для виконання цієї умови достатньо, щоб дисперсія оцінки наближувалася 

до 0 при n , тобто   0*lim 


D
n

 (це випливає із нерівності Чебишова). Оцінки, 

що мають властивості незміщенності і спроможності, при обмеженій кількості 

дослідів можуть відрізнятися дисперсіями. Очевидно, що чим менша дисперсія 

оцінки, тим менша ймовірність грубої похибки при визначенні наближеного 

значення параметра. Тому необхідно, щоб дисперсія оцінки була мінімальною 

      .* minDD   (4) 

 

О с т а н н я  у м о в а  в и з н а ч а є  е ф е к т и в н і с т ь  о ц і н к и .  

 

5. Точкові оцінки числових характеристик 

Нехай з генеральної сукупності відносно кількісної ознаки X  зроблена 

вибірка обсягу n із значеннями ознаки nxxx ,...,, 21 . Позначимо через 



][і][ XDXM  математичне сподівання і дисперсію ознаки X  генеральної 

сукупності. 

За оцінку математичного сподівання ознаки X приймають вибіркове 

середнє: 
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n
x

1

1
 (5) 

 

Покажемо, що ця оцінка є спроможною і незміщеною. Будемо розглядати 

nxxx ,...,, 21  як незалежні, однаково розподілені випадкові величини ,,...,, 21 nXXX  

математичне сподівання яких xm . Оскільки  
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n

XMXMXM
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1

, 

то робимо висновок, що оцінка є незміщеною. 

Покажемо, що оцінка є спроможною. Дійсно, на основі закону великих 

чисел (теорема Чебишова) 1
1

lim
1












x

n

i
in

mX
n

P . 

Для характеристики розсіювання спостережуваних значень кількісної 

ознаки вибірки відносно значення вx  вводять вибіркову дисперсію вD  
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Покажемо, що ця оцінка є спроможною оцінкою дисперсії ][XD . Для цього 

перетворимо вираз (6)  
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де 


n

i
ix

n 1

21
 – це середнє арифметичне n спостережуваних значень випадкової 

величини 2X , отже воно збігається за ймовірністю до ][ 2XM . Другий доданок 

2)( вx  збігається за ймовірністю до  2][XM . Це означає, що права частина виразу 



(7) збігається за ймовірністю до величини  22 ][][ XMXM  , тобто до дисперсії 

][XD . 

Отже, вибіркова дисперсія вD  є спроможною оцінкою дисперсії ][XD . 

Перевіримо незміщеність оцінки, тобто перевіримо, чи ].[][ XDDM в  Для 

цього в (7) замість вx  підставимо вираз (5): 
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Оскільки дисперсія не залежить від того, в якій точці вибрати початок координат, 

то виберемо його в точці ][XM , тоді 
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Оскільки iX  незалежні, то 0
ji xxK . Тому 
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  (8) 

Це означає, що оцінка є зміщеною оцінкою для дисперсії ][XD . Проте якщо 

помножити величину вD  на 
1n

n , то одержимо незміщену оцінку 
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Оскільки множник 1
1


n

n
 при n , то оцінка буде і спроможною. 
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Величину 2s  називають виправленою вибірковою дисперсією. На практиці 

користуються виправленою дисперсією для 30n . 

Величину s  називається виправленим середнім квадратичним відхиленням 



вD
n

n
s

1
  (10) 

Запишемо формули для обчислення вибіркового середнього і вибіркової 

дисперсії для випадку, якщо варіанти kxx ,...,1  мають частоти knnn ,...,, 21 , причому 

nnnn k  ...21 : 
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На практиці для обчислення вибіркової дисперсії використовують робочу 

формулу 

22 )( ввв xxD   (12) 

де 
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iiв xn
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, або 




n

i
iв x

n
x

1

22 1
 (якщо різні варіанти). 

 

6. Метод моментів обчислення точкової оцінки параметрів розподілу 

Метод моментів точкової оцінки невідомих параметрів розподілу полягає в 

прирівнюванні початкових теоретичних моментів розглядуваного розподілу 

відповідним початковим емпіричним моментам цього ж самого порядку. Цей 

метод запропонований К. Пірсоном. 

Означення 4.  

Початковим теоретичним моментом порядку k випадкової величини Х 

називають математичне сподівання величини :kХ  

)( k
k XM  (13) 

Наприклад, початковий теоретичний момент першого порядку 

),(1 XM другого )( 2
2 XM і т.д.  

Означення 5.  

Звичайним емпіричним моментом порядку k називають середнє значення 

k-тих степенів різниць :)( k
і XMСх   



,
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п

Схп k
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k




   (14) 

де іх – значення варіанти, іп – частота варіанти,  іпп – об’єм вибірки, С – 

довільна константа. 

Означення 6.  

Початковим емпіричним моментом порядку k називають звичайний 

момент порядку k при С = 0: 

.
п

хп k
іі

k
  (15) 

Зокрема, початковий емпіричний момент першого порядку дорівнює 

вибірковій середній: 

.1 в
іі х

п

хп
   (16) 

 

7. Оцінка одного параметра 

Припустимо, що нам відомий вигляд щільності розподілу ),( xf  ознаки ,X  

який визначається одним параметром  . Розглянемо, як знайти точкову оцінку 

цього параметра. Для оцінки одного параметра достатньо мати одне рівняння 

відносно цього параметра. Прирівняємо, наприклад, початковий теоретичний 

момент першого порядку 1  до початкового емпіричного моменту того ж порядку 

*
1 : 1 = *

1 . 

Враховуючи, що 1 = ][XM , а *

1 = вx , отримаємо  

 

][XM = вx  (17) 

 

Математичне сподівання ][XM = dxxfx




 ),(   є функцією від  , тому 

співвідношення (15.17) можна розглядати як рівняння з одним невідомим. 

 



8. Оцінка двох параметрів 

Припустимо, що щільність розподілу має вигляд ),,( 21 xf , де 21,  

невідомі параметри. Для їх знаходження потрібно мати два рівняння. 

Прирівняємо теоретичний і емпіричний початкові моменти першого порядку 

1 = *

1  і теоретичний і емпіричний центральні моменти другого порядку  2 = *
2 . 

Враховуючи, що 1 = ][XM , *

1 = вx , 2 = ][XD , *

2 = вD , отримаємо систему двох 

рівнянь  
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для знаходження невідомих параметрів 21, . 

 

9. Інтервальні оцінки. Надійна ймовірність. Надійні інтервали 

Вище ми розглянули методи побудови і властивості точкових оцінок, тобто 

оцінок, які визначаються одним числом. Звичайно, при користуванні такими 

оцінками ми не можемо вказати їх точність, тобто, наскільки вони відхиляються 

від істинних значень параметрів. Зрозуміло, що точкові оцінки залежать від 

обсягу вибірки. Зокрема, якщо обсяг вибірки малий, то точкова оцінка може 

суттєво відрізнятися від оцінюваного параметра. Тому зручніше користуватися 

інтервальними оцінками, тобто такими оцінками, які визначаються двома числами 

– кінцями інтервалу. 

Нехай за даними вибірки ми знайшли точкову оцінку *  параметра  . 

Зрозуміло, що *  буде тим точніше визначати параметр  , чим меншою є 

величина *  . Тобто, для малого 0  маємо 

  *  (19) 

Оцінка буде тим точнішою, чим менше 0 . Число   характеризує 

точність оцінки. Проте на основі даних вибірки ми не можемо стверджувати 



однозначно, що оцінка *  задовольняє нерівності. Ми можемо лише говорити 

про те, що нерівність здійснюється з деякою ймовірністю  . 

Означення 7. 

Надійністю (або надійною ймовірністю) оцінки   за *  називається 

ймовірність  , з якою здійснюється нерівність (19):  

    *P  (20) 

Замінивши нерівність   * тотожною подвійною нерівністю ,*    

отримаємо ,**   тобто  

    **P  (21) 

Цей вираз означає, що ймовірність того, що інтервал ),( **    заключає в 

собі невідомий параметр  , дорівнює  .   

Такий інтервал називають надійним інтервалом (інтервалом довіри). 

На практиці надійність оцінки звичайно задається наперед. Найчастіше задають 

,95,0  ,99,0 999,0 .  

Тобто, якщо ми наперед вирішуємо нехтувати можливістю появи події з 

ймовірністю 0,01, то виберемо надійність 99,001,01  , тощо. 

Кінці надійного інтервалу є випадковими величинами, вони залежать від 

обсягу вибірки. Оскільки оцінюваний параметр   не є випадковою величиною, то 

правильним є твердження, що надійний інтервал заключає в собі параметр   з 

ймовірністю  . 

М е т о д  н а д і й н и х  і н т е р в а л і в  в  с т а т и с т и ц і  

з а п о ч а т к о в а н и й  Р . Ф і ш е р о м  і  Ю . Н е й м а н о м .  

Р о з г л я н е м о  д е я к і  з а д а ч і  н а  п о б у д о в у  н а д і й н и х  

і н т е р в а л і в .  

 

Надійні інтервали для оцінки математичного сподівання 

 нормального розподілу при відомому   

Нехай відомо, що випадкова величина Х розподілена нормально і   – її 

середнє квадратичне відхилення. Потрібно побудувати інтервальну оцінку для 



невідомого математичного сподівання aXM ][ . Точковою оцінкою для 

математичного сподівання є вибіркове середнє . 
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 (5). 

Середнє вибіркове вx  є різним для окремо взятих вибірок з генеральної 

сукупності, отже його можна розглядати як випадкову величину X , а значення ix  

як однаково розподілені незалежні випадкові величини ).,1( піХ і   Оскільки 

значення ix  незалежні, то  

 

 

Вважаємо, що  
 

nn

XD
xD в


  – відома величина. Нерівність 

aхв повинна виконуватись із заданою ймовірністю  :   .  aхP в  

Використав означення модуля, отримаємо еквівалентну нерівність: 

  .  ахаP  (22) 

Пригадаємо, що для нормально розподіленої випадкової величини Х з 

параметрами а і   ймовірність попадання в інтервал ),(   так: 
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Фα<X<βP  (формула 16), де )(z  – функція Лапласа. 

З двох останніх формул 

маємо: 
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Таким чином, остаточно отримаємо 
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  Тобто побудований надійний інтервал  
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  (24) 

                      заключає в собі невідомий параметр а (математичне сподівання) з 

ймовірністю  . Число t  при заданому значенні   знаходимо із таблиці значень 

функції Лапласа. 

Висновки: 1) при збільшенні обсягу n вибірки число 
n

t   зменшується, 

тобто точність оцінки збільшується; 2) зростання надійності )(2 t  веде до 

збільшення t , отже, до зростання  , або до зменшення точності. 

Оцінка ймовірності (біномного розподілу) за відносною частотою 

Нехай проводяться незалежні досліди з невідомою ймовірністю p появи 

події А в кожній спробі.  Оцінимо невідому ймовірність p  за відносною частотою 

n

m
kn  . 

Точкова оцінка ймовірності 

За точкову оцінку ймовірності p  приймають відносну частоту 

n

m
kn   (25) 

де m– число появ події А, n – число спроб. Ця оцінка незміщена. Дійсно, 

оскільки npmM ][ , то p
n

np

n

mM
kM n 

][
][ . Тобто математичне сподівання 

оцінки дорівнює оцінюваному параметру. 

Дисперсія оцінки (оскільки npqmD ][ ) 
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pq
nk  . (26) 

Інтервальна оцінка ймовірності 

Якщо n досить велике і 10  p , то можна вважати, що відносна частота 

nk  розподілена  приблизно нормально. Тому можна користуватися формулою 

  







 2aXP . В нашому випадку   
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Позначимо 
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pq
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 , де t  визначається з рівняння  )(2 t . 

Отже, 
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pqt
pkn  ||  або  
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(28) 

 

Розв’яжемо останню нерівність відносно p .  

Якщо pkn  , тоді 
n

ppt
pkn

)1( 
 . Піднесемо до квадрату обидві частини 

нерівності та отримаємо 
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Дискримінант тричлена нерівності  
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додатний при 10  nk , тому корені дійсні і різні. Знаходимо менший корінь 1p : 
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і більший корінь 2p :  
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Звідси шуканий надійний інтервал 

 

 

21 ppp   
(31) 
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